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WPROWADZENIE

Artykuly opublikowane w tej ksigzce opracowane zostaly na podsta-
wie referatow wygloszonych w czasie sesji naukowej z cyklu Dwuglos
Nauki, zatytutowanej ,,Czy Bog stworzyt liczby pierwsze? Hipoteza Riemanna
a racjonalnos¢ przyrody”, wspotorganizowanej przez Oddziat Polskiej Aka-
demii Nauk w Poznaniu i Wydziat Teologiczny Uniwersytetu im. Adama
Mickiewicza. Sesja odbyta sie w siedzibie Oddzialtu PAN w Poznaniu
w dniu 29 listopada 2017 roku.

Sesje naukowe z cyklu Dwuglos Nauki organizowane sa w Pozna-
niu od 1995 roku i tradycyjnie podejmuja problematyke o znaczeniu
fundamentalnym. W listopadzie 2017 roku wyktadowcom i uczestnikom
sesji zadaliSmy pytanie: czy matematyka jest tylko naszym sposobem
porzadkowania wiedzy o Swiecie, czy tez jest takze sposobem jego
istnienia? Punktem wyjscia do tej debaty byta dla nas sformulowana
w 1859 roku przez niemieckiego matematyka Bernharda Riemanna hipo-
teza matematyczna nazwana jego nazwiskiem. Pokazuje ona zwiazek
miedzy pewna matematyczna funkcja zmiennej zespolonej, zwana funk-
Cja dzeta, a rozmieszczeniem liczb pierwszych w ciggu liczb naturalnych.

Teoria liczb pierwszych od dawna budzi fascynacje naukowcéow
i wielu przypisuje jej obiektywne istnienie, jakby to byt byt pierwotny,
prawo przyrody niezalezne od cywilizacji. Hipoteza Riemanna ucieles-
nia zatem tajemniczy zwigzek, jaki zdaje si¢ istnie¢ miedzy jezykiem
matematyki opisujagcym $wiat a matematyczng strukturg samego $wiata.

Udowodnienie Hipotezy Riemanna jest od 160 lat jednym z najwaz-
niejszych otwartych probleméw matematyki. Instytut Matematyczny
Claya ufundowal nagrode w wysokosci miliona dolaréw za jej udo-
wodnienie lub obalenie. Hipoteza Riemanna jest wazna ze wzgledu na
swoje liczne i glebokie konsekwengje. Jej udowodnienie spowodowatoby
przebudowe znacznej czesci analitycznej teorii liczb, upraszczajac znacz-
nie dowody wielu twierdzeri i wzmacniajac je w wiekszosci wypadkéw.
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Ma ona réwniez konsekwencje dla informatyki, a méwiac dokladniej
dla kryptologii, gdyz duze liczby pierwsze sa wykorzystywane do szy-
frowania danych w systemach cyberbezpieczeristwa.

Jesli Hipoteza Riemanna bylaby prawdziwa, to mozna by mie¢ pew-
noé¢, ze test pierwszosci liczby n mozna wykonaé w czasie wielomiano-
wym, a nie wykladniczo zaleznym od wielkosci tej liczby.

Hipoteza Riemanna fascynuje takze fizykéw, gdyz okazuje sig, ze roz-
kiad nietrywialnych miejsc zerowych funkgcji dzeta (a wigc wg Hipotezy
Riemanna takze rozmieszczenie liczb pierwszych w ciagu liczb natural-
nych) odpowiada rozkladowi pozioméw energetycznych jader atomo-
wych pierwiastkow cigzkich.

W tym kontekscie rodzi sie pytanie: czy gdyby doszto do udowod-
nienia Hipotezy Riemanna, to bylby to argument wspierajacy ogolna
matematycznosc¢ $wiata? Jedli tak, to Stworzenie bytoby racjonalnym pro-
jektem, ktéremu towarzyszy jaka$ zasada logiczna, ktéra matematyka
moze opisywac.

Zmarly niedawno Stephen Hawking, ktéry piastowal na Uniwersy-
tecie Cambridge katedre nalezaca niegdy$ do Isaaca Newtona, twierdzit
w swej ostatniej ksiazce napisanej z Leonardem Mlodinowem, zatytu-
towanej Wielki projekt, ze jego zdaniem to nie wola Boga, lecz prawa
fizyki dostarczaja nam prawdziwego wyjasnienia, jak zaistnial Wszech-
$wiat. Nieuchronng konsekwencja tych praw jest - jak twierdzit - Wielki
Wybuch: , Poniewaz istnieje grawitacja, Wszechswiat moze i bedzie stwa-
rzal si¢ z niczego”.

John C. Lennox, profesor matematyki z Uniwersytetu Oksfordzkiego,
w swojej ksiazce Bdg i Stephen Hawking, przelozonej w ubiegtym roku na
jezyk polski, zgrabnie kontruje poglad Hawkinga. Wykazuje, ze powyz-
sze zdanie jest sprzeczne, gdyz jeéli Swiat stwarzalby sie z niczego, to
prawo grawitacji bytoby samo w sobie puste. Z kolei prawo grawita-
¢ji nie mogto powolaé¢ do istnienia materii. Ponadto, zawarte w zdaniu
Hawkinga twierdzenie o Wszech$wiecie samostwarzajacym sie dzieki
prawu grawitacji jest takze wewnetrznie sprzeczne, gdyz ,niemozliwe
jest z punktu widzenia logiki, by przyczyna powodowata jakié skutek,
jesliby nie istniata przed nim”; ,to tak jakby kto$ chcialby podnies¢
samego siebie, ciggnac sie za cholewki butéw”, pisze Lennox.

To, ze prawa przyrody mozna przedstawia¢ w formie matematycz-
nej, jest dla wielu wybitnych fizykéw bezustannym Zrédlem zdumienia,
wskazujacym poza Wszechswiat fizyczny. Albert Einstein pisat: ,Kazdy,
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kto jest powaznie zaangazowany w wy$écig nauki, przekonuje sie, ze
w prawach wszech$wiata manifestuje sie jaki§ duch; duch, ktéry znacz-
nie przewyzsza ducha czlowieczego”.

A Richard Feynman, laureat Nagrody Nobla w dziedzinie fizyki,
wyznaje: ,To, ze w ogdle istnieja prawa, ktore mozemy sprawdzad, jest
swego rodzaju cudem”.

Powie kto$, ze opis matematyczny $wiata dokonywany przez naukow-
cOw jest antropomorficzny, zatem nie jest to logika Absolutu. Moze tak
by¢, chociaz, wracajac do Riemanna, gdyby, jak méwi Hipoteza, abstrak-
cyjna funkcja dzeta przystawala do $wiata, to jakby ktos prowadzit nasze
mys$lenie tak, aby odkrywalo $wiat. Bylby to ,cud” drugiego stopnia;
bo prawa przyrody nie tylko istnieja, ale nasze myslenie poddaje sie tej
racjonalnosci, ktéra je stworzyla.

Do odpowiedzi na pytanie postawione na wstepie przyblizyli nas
znakomici Prelegenci, ktérym wyrazam gorace podzigkowanie za nie-
zmiernie interesujgce referaty, przetworzone nastepnie do postaci arty-
kutéw zamieszczonych w tej ksiazce. Pragne takze podziekowaé panu
prof. Janowi Weglarzowi i ks. dr. Adamowi Adamskiemu za przewod-
niczenie poszczegdlnym czeSciom sesji i za poprowadzenie dyskusji.

Prof. dr hab. inz. Roman Stowitiski
Prezes Oddziatu Polskiej Akademii Nauk w Poznaniu






CZY SWIAT BYLBY GORSZY,

GDYBY HIPOTEZA RIEMANNA
BYLA FALSZYWA?

JErzY KACZOROWSKI

Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Niniejszy esej jest nieco rozbudowana wersja wykladu wygloszo-
nego w dniu 29 listopada 2017 roku w ramach cyklu ,,Dwuglos Na-
uki”, organizowanego przez Polska Akademie Nauk Oddziat w Poznaniu
we wspdlpracy z Wydzialem Teologicznym UAM. Zgodnie z duchem
tych spotkan, odczyt byt adresowany do szerokiego grona stuchaczy,
wsrdd ktérych matematycy stanowili zdecydowana mniejszos¢. Taka for-
muta spotkait wymusza odpowiedni styl prezentowania tresci, ktérego
nadrzednym przestaniem jest komunikatywnoé¢. Biorac to pod uwage,
staralem sie ograniczy¢ do niezbednego minimum szczegély technicz-
ne, ktére moglyby by¢ mato zrozumiate dla niespecjalisty. Matematyk,
a w szczegolnosci teoretyk liczb, dowie sie tutaj niewiele nowego i moze
czué pewien niedosyt, a takze odnie$¢ wrazenie, ze nie wszystkie waz-
ne aspekty spraw zwiazanych z Hipoteza Riemanna zostaly przez mnie
nakreslone z dostateczna precyzja. Zamiast tego probowatem nakresli¢
zasadnicze idee, a takze przesledzi¢ historyczne tlo omawianych zagad-
nieri. Mam nadzieje, ze pozwoli to na glebsze zaznajomienie oséb, kto-
re nie paraja sie profesjonalnie matematyka — lecz doceniaja jej glebie —
zjednym z najbardzej fascynujacych, otwartych probleméw matematycz-
nych.
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PREHISTORIA HIPOTEZY RIEMANNA:
EUKLIDES, EULER, GAUSS

Wielkie problemy nauki maja bogata historie, a ich rozwiazanie otwie-
razwykle nowy rozdziat w jej rozwoju. Hipoteza Riemanna, ktérej poswie-
cone sa niniejsze rozwazania, siega swoimi korzeniami bardzo gteboko,
bo az do starozytnosci. Mimo ze w chwili obecnej nadal pozostaje nie-
rozstrzygnieta, mozna $miato powiedzie¢, ze prace nad nia juz teraz za-
owocowaly wieloma warto$ciowymi wynikami, a nawet wiecej —nowymi
kierunkami badar. Przyczynily sie réwniez do odkrycia nieoczekiwanych
zwiazkéw miedzy — zdawatoby sie — odleglymi obszarami badan, takimi
jak na przyklad arytmetyka liczb catkowitych i fizyka kwantowa. Jej udo-
wodnienie lub obalenie mialoby dramatyczne konsekwencje wewnatrz
matematyki, w szczegélnosci w teorii liczb.

Przyczyne tak odleglej czasowo genezy Hipotezy nalezy ttumaczyc¢ jej
zwiazkami z najbardziej podstawowym pojeciem matematycznym, a mia-
nowicie z pojeciem liczby. Wiadomo, Ze matematyka bada m.in. liczby,
a takze wykorzystuje je do opisu innych obiektéw. Mozna powiedzie¢,
ze matematyka bez liczb nie mogtaby istnie¢. Najbardziej podstawowym
rodzajem liczb sa liczby naturalne, to znaczy dodatnie liczby catkowite:
1,2,3,... Pozostate rodzaje liczb, na przyklad liczby wymierne, rzeczy-
wiste czy zespolone, moga by¢ zdefiniowane (skonstruowane) w sposéb
jawny przy uzyciu liczb naturalnych. Stynny matematyk niemiecki Le-
opold Kronecker powiedziat, ze Bdg stworzyt liczby naturalne, wszystko
inne jest dzietem cztowieka. Nic wiec dziwnego, ze liczby byly obiektem
zainteresowania matematykéw od samego poczatku. Bardzo szybko od-
kryto, ze liczby naturalne wieksze od 1 dziela sie na dwie kategorie: liczby
pierwsze i zlozone. Liczby pierwsze, a wiec takie, ktére maja tylko dwa
dzielniki naturalne, peilnia role swego rodzaju atoméw, bowiem kazda
liczba naturalna wieksza od 1 jest liczba pierwsza lub tez iloczynem ta-
kich liczb, przy czym rozklad ten jest jednoznaczny z dokladnoscia do
kolejnosci czynnikéw. Poczatkowe liczby pierwsze to

2,3,5,7,11,13,17,19,23,27,29,31, ...

Rodyzi sie tutaj naturalne pytanie: czy powyzszy ciag w pewnym momen-
cie sie koniczy, czy tez moze by¢ przedtuzany w nieskoriczonos¢? Pytamy
w istocie o to, czy istnieje najwieksza liczba pierwsza?
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Euklides (365 r. p.n.e.—ok. 300 r. p.n.e.), matematyk grecki pochodzacy
z Aten, przez wiekszos$¢ zycia dzialajacy w Aleksandrii, odpowiedziat
na nie, dowodzac, ze liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele'. W szczegol-
nosci wynika stad, ze najwiekszej liczby pierwszej nie ma: jakakolwiek
ustalimy granice, na przyklad N = 1010000000000 {5 jstnieje liczba pierw-
sza p wieksza od N. Warto tutaj zaznaczy¢, ze w chwili obecnej (2018)
nie znamy zadnej tak wielkiej liczby pierwszej i nie jesteSmy w stanie jej
znaleZ¢ nawet przy uzyciu najpotezniejszych komputeréw. Niemniej jed-
nak wiemy, na podstawie twierdzenia Euklidesa, ze liczba taka na pewno
istnieje. Jest w tym momencie jasne, ze twierdzenia Euklidesa nie moz-
na udowodnié¢ ,rachunkowo”, lecz nalezy je uzasadni¢, przeprowadzajac
odpowiednie rozumowanie. Nie jest ono specjalnie zlozone czy tez trud-
ne, ale znaczenie samego twierdzenia jest ogromne. Méwi bowiem ono,
ze ,atomow” — lub inaczej méwiac elementarnych cegietek, z ktérych
zbudowane sie pozostale liczby naturalne —jest bardzo duzo. Jest wiec z
czego budowac i w zwiazku z tym mozna oczekiwa¢, ze nie zabraknie
budulca do tworzenia nawet najbardziej skomplikowanych konstrukcji
matematycznych, zdolnych do opisu bardzo ztozonych zjawisk. Nie ma
potrzeby podkreslaé, ze caly dalszy rozwéj nauki potwierdzil, i do dnia
dzisiejszego potwierdza, prawdziwos$¢ tego stwierdzenia.

Nastepne istotne kroki w badaniu liczb pierwszych uczynit Leonhard
Euler (1707-1783), matematyk i fizyk szwajcarski, przez wiekszos¢ zycia
pracujacy w Berlinie i Petersburgu. Byl pionierem w wielu obszarach obu
tych nauk. Euler jest uwazany za czolowego matematyka XVIII wieku
ijednego z najwybitniejszych w calej historii matematyki.

W 1744 roku Euler udowodnit?, ze suma odwrotnosci wszystkich liczb
pierwszych jest nieskoriczona, tzn.:

1_00
Z,;‘ : 1)

Zauwazmy, ze jest to stwierdzenie silniejsze od twierdzenia Euklidesa,
gdyby bowiem liczb pierwszych bylo tylko skoriczenie wiele, to suma po
lewej stronie powyzszej réwnosci miataby skoficzona wartos¢. W istocie

Euklides, Elementy. Stwierdzenie 20 w Ksiedze IX.

L. Euler, Variae observationes circa series infinitas. Commentarii academiae scientia-
rum Petropolitanae 9(1744), 160-188. Opera Omnia, Series 1, Volume 14, p. 216-244,
Lipsiae et Berolini, 1924.

2
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twierdzenie to mowi wiecej. Istnieja przeciez szeregi nieskoriczone o skon-
czonej sumie. Zatem ze wzoru (1) wynika, ze skladnikéw — a wiec liczb
pierwszych — musi by¢ ,,duzo”. Euler potrafil temu ostatniemu stwier-
dzeniu nada¢ forme ilo$ciowa.

Jak wida¢, Euler byt w stanie dokona¢ istotnego postepu w badaniu
liczb pierwszych, niemniej jednak w pracy® napisanej w 1747 roku, a opu-
blikowanej w 1751 napisat nastepujace stowa, z ktérych mozna odczytaé
jednoczesnie fascynacje, jak i bezsilnos¢ w zetknieciu z tym problemem.

Les mathématiciens ont tdché jusqu’ici en vain a découvrir un ordre quelconque
dans la progression des nombres premiers, et on a lieu de croire, que c’est un mystere
auquel 'esprit humain ne saurait jamais pénétrer. Pour s’en convaincre, on n'a
qu’a jeter les yeux sur les tables des nombres premiers, que quelques personnes se
sont donné la peine de continuer au-dela de cent mille: et on s’apercevra d’abord
qu’il ne régne aucun ordre ni régle.*

Odkrycie wzoru (1) byto wynikiem prac Eulera nad sumowalnoscia
szeregéw nieskoriczonych — byt to temat goracych dyskusji miedzy ma-
tematykami siedemnastego i osiemnastego stulecia. W roku 1644 mate-
matyk wioski Pietro Mengoli (1626-1686) postawit® problem obliczenia
sumy szeregu nieskoniczonego ztozonego z odwrotnosci kwadratéw liczb
naturalnych, to znaczy szeregu

il=1+1+1+l+...

=i n? 4 9 16
Problem ten zyskal potem nazwe problemu bazylejskiego dzieki Jakobo-
wi Bernoulliemu (1655 -1705), stynnemu matematykowi z Bazylei, ktory

w seril prac Positiones de seriebus infinitis z 1689 roku sformutowat go
w sposo6b Scisty, a nastepnie — do korica swojego zycia — bezskutecznie

3 L. Euler, Découverte d'une loi tout extraordinaire des nombres par rapport i la somme de

leurs diviseurs. Bibliotheque impartiale 3(1751), 10-31. Opera Omnia, Series 1, Volume
2, p. 241-253, Lipsiae et Berolini, 1915.

* Matematycy na prézno starali sie odkry¢ jaki$ porzadek w ciagu liczb pierwszych,
ale mamy prawo przypuszczad, ze sa pewne tajemnice, ktérych umyst ludzki ni-
gdy nie przeniknie. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy przyjrze¢ sie tabelom liczb
pierwszych, ktore staraniem kilku oséb zostaty sporzadzone w zakresie do ponad stu
tysiecy: mozna od razu zauwazy¢, ze nie panuje tu zaden porzadek czy reguta.

5 P. Mengoli, Novae quadrature arithmeticae, seu de additione fractionum. Typografia
Iacobi Montij, Bononiae, 1650
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probowat rozwiaza¢. Problemem tym interesowato sie wielu znanych ma-
tematykow tamtego okresu, miedzy innymi Wallis, Leibniz, Stirling, de
Moivre, Goldbach oraz Daniel Bernoulli. Stosunkowo tatwo jest uzasad-
ni¢ stwierdzenie, Ze szereg powyzszy jest zbiezny. Nietrudno zauwazyg¢,
ze szereg zbiega do swojej sumy — oznaczmy ja przez ((2) — stosunkowo
wolno. Mianowicie dla dowolnej liczby naturalnej N, suma pierwszych
N wyrazoéw, to znaczy

1 1 1
+ 4_]: +...+ I\? ,

rézni sie od ((2) o mniej niz 1/N. Obliczajac sumy czeSciowe, moz-
na rzecz jasna uzyska¢ przyblizone wartosci ((2), ale z przytoczonego
przed chwila oszacowania btedu przyblizenia wida¢, ze na tej drodze nie
mozna zaj$¢ daleko. Na przyktad obliczenie wartosci ((2) = 1,644934 . ..
z doktadnos$cia do széstego miejsca po przecinku wymaga zsumowania
pierwszego miliona wyrazéw szeregu.

Euler poswiecil badaniu problemu bazylejskiego kilka prac, a w 1735
roku — po niemal 100 latach od jego sformutowania — w koricu go roz-
strzygnaﬁ6, dowodzac, ze

2
(@==.

Metoda dowodu Eulera nie od razu zostata uznana za w petni poprawna.
Whynikato to z faktu, ze Euler uzywat argumentéw, ktére w tamtych cza-
sach byty zbyt nowatorskie, a znalazty swoje pelne uzasadnienie dopiero
w teorii Hadamarda funkcji skoriczonego rzedu, ktéra powstata niemal
150 lat p6zniej. Zauwazmy, ze metoda Eulera pozwolita mu na obliczenie
wartosci C(2n) dla wszystkich liczb naturalnych n:

(_1)n7122n7132n 7_[211

C(Zl’l) = (21’1)' ’

gdzie B, oznaczaja tak zwane liczby Bernoulliego. Moze warto tutaj na
marginesie zauwazy¢, ze wzory te leglty u podstaw powstalej w dwu-

® L. Euler, De summis serierum reciprocarum. Commentarii academiae scientiarum

Petropolitanae 7(1740), 123-134. Opera Omnia, Series 1, Volume 14, p. 73-86, Lipsiae
et Berolini, 1924.
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dziestym wieku teorii tak zwanych p-adycznych funkcji dzeta, aktywnie
rozwijanej dziedziny wspotczesnych badar’.
Szereg wystepujacy w problemie bazylejskim jest szczegélnym przy-
padkiem (dla s = 2) sumy postaci
C(s)=2%=1+%+l+l+... 2)
n=1
Pojawita sie ona (dla wymiernych warto$ci zmiennej s) we wspomnianej
wczesniej serii prac Positiones de seriebus infinitis Jacoba Bernoulliego. Euler
dokonat istotnego postepu w jej badaniu, publikujac w 1744 roku prace
Variae observationes circa series infinitas®. Natomiast w rozprawie napisanej
w 1749, a opublikowanej w 1768 roku’ wykazat, ze dla dla s > 1 zachodzi
nastepujaca réwnos¢, znana obecnie pod nazwa iloczynu lub toZsamosci

Eulera:
=5} -1
Yo-II(-5) ®
n=1 p

Iloczyn po prawej stronie jest iloczynem po wszystkich liczbach pierw-
szych, a wiec jest rowny

1\ 1\ 1\ 1\
-3 -3 -2 2
25 35 55 7S
Ciekawa rzecza jest, ze we wspomnianym dziele Euler uzasadnia
nastepujaca réwnosé, w ktorej nn > 1 jest liczba naturalna:
1-21437 - (- DU2"—T)cos 5
1-27+3"— .. @1 - 1)nn

4)

Jest ona o tyle ciekawa, ze formalnie rzecz biorac, nie ma sensu. Po jej le-
wej stronie w liczniku stoi bowiem szereg, ktory jest rozbiezny. Niemniej

7 Zpodstawowymi pojeciami tej teorii mozna sie zapozna¢ w monografii: N. Koblitz,

p-adic numbers, p-adic analysis, and zeta-functions, Second edition. Graduate Texts in
Mathematics, 58. Springer-Verlag, New York, 1984. xii+150 pp.

8 Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 9 (1744), 160-188. In Opera
Omnia, Series 1, Volume 14, p. 216244, Lipsiae et Berolini, 1924.

L. Euler, Remarques sur un beau rapport entre les séries des puissances tant directes que
réciproques, Mémoires de 'académie des sciences de Berlin 17(1768), 83-106. Opera
Omnia, Series 1, Volume 15, p. 70-90, Lipsiae et Berolini, 1927.
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jednak Euler potrafit nadaé¢ temu wyrazeniu Sciéle okreslony sens, po raz
kolejny wyprzedzajac swoja epoke. Tym razem — stosujac wspolczesna
terminologie — antycypujac powstanie teorii sumowalnosci. W istocie
uzasadniajac istnienie sumy szeregu nieskoriczonego, Euler korzystat
z metody, ktéra obecnie nazywamy sumowalnosciq w sensie Abela; wré-
cimy do tego zagadnienia przy omawianiu réwnania funkcyjnego funkgji
dzeta Riemanna.

Dalszych, doniostych odkry¢ dotyczacych liczb pierwszych dokonat
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), niemiecki matematyk, fizyk i astro-
nom. Uwazany jest za jednego z najwiekszych matematykoéw, przez so-
bie wspdlczesnych okreslany byt mianem ,ksiecia matematykoéw” (prin-
ceps mathematicorum). W latach 1792-1793, jako kilkunastoletni miodzie-
niec, przeprowadzil obliczenia numeryczne, prébujac odkry¢ regular-
noéci w rozmieszczeniu liczb pierwszych mniejszych od trzech milio-
néw na podstawie sporzadzonych przez siebie tablic'®. Jest jasne, ze
jedyna parzysta liczba pierwsza jest liczba 2, ale poza tym liczby pierw-
sze pojawiaja sie w ciagu liczb naturalnych w sposéb dos¢ przypadkowy.
W szczeg6lnosci nie ma prostego wzoru na n-ta liczbe pierwsza. Gauss za-
uwazyl, Ze mimo pozornej chaotycznosci w ich rozmieszczeniu, istnieja
prawa, ktérym one podlegaja. W szczegd6lnosci zauwazyl, ze prawdo-
podobieristwo tego, zeby losowo wybrana liczba naturalna bylta liczba
pierwsza jest w przyblizeniu réwne odwrotnosci logarytmu naturalnego
z tej liczby. Oznaczajac przez IP zbidr liczb pierwszych, a przez P funkcje
prawdopodobieristwa (miare probabilistyczna), mozemy to stwierdzenie
zapisa¢ symbolicznie w nastepujacy sposob*!:

P(n e P) = 5)

logn’

Przy badaniu liczb pierwszych wygodnie jest postugiwac sie funkcja
liczaca nt(x), ktéra dla liczby dodatniej x przyjmuje wartos¢ réwna liczbie

10" Gauss nigdy nie opublikowat swoich tablic. Wspomina o nich w cytowanym w dal-
szej czesci tego artykutu licie do Enckego. Znajduja sie one w wydanych po $mierci
Gaussa pracach zebranych, por. C.E. Gauss, Tafel der Frequenz der Primzahlen. Werke, II,
436-442, Gottingen, 1872.

' Warto tu podkresli¢, ze dla dowolnej dodatnej liczby rzeczywistej x, symbol log x
oznacza logarytm naturalny (a nie dziesietny) liczby x. Oznaczenie to bedzie konse-
kwentnie stosowane w catej niniejszej pracy.
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liczb pierwszych p mniejszych lub réwnych x:

n) =Y 1.

psx
Gauss zauwazyl, ze funkcje m(x) cechuje zaskakujaca regularnosé. Dla
,duzych” wartosci argumentu x przyjmuje ona wartos¢ réwna w przybli-
zeniu sumie odwrotnosci logarytméw kolejnych liczb naturalnych z za-
kresu od 1 do x, tzn.

1
+ toot——
log2 log3 logN’

m(x) ~ (6)
gdzie N = [x] oznacza cze$¢ calkowita liczby x, to znaczy najwieksza
liczbe naturalna mniejsza lub réwna x. Wystepujacy w powyzszym wzo-
rze symbol ,~” oznacza tak zwana asymptotyczna réwnos¢. Ogdlnie,
dwie wielkosci f(x) oraz g(x), zalezne od parametru rzeczywistego x
i przyjmujace wartosci niezerowe, nazywamy réwnymi asymptotycznie,
gdy ich stosunek f(x)/g(x) dazy do 1 przy x dazacym do nieskoriczonosci.

Suma po prawej stronie wzoru (6) roénie do nieskoniczonosci tak, jak
x/logx, a wiec

, )
lub r6wnowaznie

n)  _
b x/logx

®)

Z grubsza wszystkie powyzsze wzory stwierdzaja, ze liczb pierwszych
mniejszych lub réwnych x jest w przyblizeniu x/logx. Poniewaz liczb
naturalnych n < x jest dokladnie tyle, ile wynosi cze$¢ catkowita z x,
a wiec w przyblizeniu x, prawdopodobieristwo tego, ze losowo wybrana
liczba naturalna n < x bedzie liczba pierwsza, jest rtowne

77(x) 1
Tl logx’

co jest catkowicie zgodne z (5).

Nalezy przy tym podkresli¢, ze odkrycia Gaussa mialy charakter czy-
sto fenomenologiczny i nie byly twierdzeniami matematycznymi w Sci-
stym rozumieniu tego stlowa. Byly to raczej przypuszczenia oparte na
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obserwacjach i to — dodajmy od razu — dokonanych w stosunkowo ma-
tym zakresie. Poniewaz jednak w tamtych czasach nie istniaty komputery
i obliczenia te nalezato wykona¢ recznie, wymagalo to sporej cierpliwo-
$ci. Ale istota pracy Gaussa nie polegata na przeprowadzeniu rachunkéw
i sporzadzeniu tablicy liczb pierwszych mniejszych od 3 000 000, lecz na
interpretacji uzyskanego materiatu empirycznego. W szczegdlnosci wzor
(7) zyskatl status hipotezy, zwanej hipotezq o liczbach pierwszych. Zain-
spirowata ona wielu wybitnych matematykéw, byla jedna z motywagji
przysztej pracy Riemanna oraz doprowadzita do sformulowania stynnej
Hipotezy Riemanna, o czym powiemy w dalszej czeéci tego opracowania.

Liczby pierwsze fascynowaly Gaussa przez cate zycie. Nie udato mu
sie wprawdzie udowodnié w sposéb Scisty swoich przypuszczen na ich
temat, ale — juz w wieku dojrzalym — nadat im bardziej precyzyjna po-
sta¢. W liscie do znanego astronoma Enckego'? napisanym w roku 1849
Gauss'® zauwazyl, ze sume stojaca po prawej stronie wzoru (6) mozna
z bardzo dobrym przyblizeniem zastapi¢ przez pewna catke, zwana loga-

rytmem catkowym
o T du
lix) = j; Tog7 (x> 1).

Uwazny Czytelnik zwréci uwage w tym momencie na pewna osobli-
wos¢ wystepujaca w powyzszej definicji, a mianowicie na nieokreslonos¢
funkdji podcatkowej dla u = 1 (zero w mianowniku). Spiesze uspokoi¢, ze
jest to problem, z ktérym mozna sobie fatwo poradzi¢, rozumiejac odpo-
wiednio catke, ale nie bedziemy sie nad tym dtuzej zatrzymywac¢. Mozna
udowodnié, ze przy x dazacym do nieskoriczonos$ci

li(x) = —+C0+O( ),
i logn xlog x

gdzie ¢p = 0.207047 ... jest pewna stala numeryczna.

12" Johann Franz Encke (1791-1865) — astronom niemiecki. Jego imie nosi jedna z ko-
met (kometa Enckego), odkryt tzw. przerwe Enckego w zewnetrznym pierscieniu Saturna,
okreslit wartoé¢ paralaksy stonecznej, a takze opracowat metody obliczania orbit ko-
met krétkookresowych i planetoid oraz orbit gwiazd podwéjnych.

13 Angielskie ttumaczenie listu stanowi zatacznik do pracy L.J. Goldstein, A history of
the prime number theorem. American Mathematical Monthly, 80(6)(1973), 599-615.
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Powyzszy wzor jest przykltadem tak zwanej formuly asymptotycz-
nej, a wiec wzoru, ktéry pozwala na przyblizenie jakiej$ wielkosci przez
prostsze wyrazenie zwane czfonem gtéwnym. W naszym konkretnym przy-
padku wielkoécia przyblizana jest li(x), a czlonem gléwnym jest suma

X1
Z 1 + Cop.
L logn

Ostatni skladnik to tak zwany czfon resztowy. Uzyty tu symbol

°{aws)
xlog x

oznacza, ze przy zastapieniu li(x) przyblizeniem, ktére daje czton gléwny,
popelniamy btad, ktérego warto$¢ bezwzgledna nie przekracza

1
xlogx

dla pewnej statej dodatniej C oraz wszystkich liczb x > x. Ogoélnie, dla
dowolnych wartosci f(x) oraz g(x) > 0, zaleznych od parametru rzeczy-
wistego x > xo, zapis

f(x) = O(g()
oznacza, ze istnieje stata dodatnia C taka, ze dla wszystkich x > xy zacho-
dzi nier6wnos¢

[f()l < Cg(x).
Z formutami asymptotycznymi bedziemy mie¢ wielokrotnie do czynienia
w dalszej czesci tego opracowania.

Zauwazmy, ze przy x dazacym do nieskoriczonosci oraz przy dowol-

nym ustalonym k bedacym liczba naturalna mamy

x x x x X
li(x) = + 1! + 2! o+ (k=1 +0 , (9
) logx ~ log’x  log’x (=1 log" x (logk”x] ©)

a wiec x/ log x jest pierwszym przyblizeniem logarytmu catkowego. Nie
dziwi zatem fakt, iz li(x) doktadniej przybliza m(x) niz x/log x. W istocie
formuty (7) oraz

1i(x) ~ li(x) (10)

sa rownowazne. R6znica miedzy nimi polega na jakoSci przyblizenia.
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Korzystajac z komputera, mozna bez trudu sprawdzi¢, ze formuta ta
poprawnie opisuje zachowanie sie funkgji liczacej liczby pierwsze takze
dla warto$ci zmiennej x znacznie wykraczajacych poza przedziat badany
przez Gaussa. Pokazuje to nastepujace zestawienie:

X 77(X) li(x) li(x) — mt(x)
10 4 6.16 2.16
102 25 30.1 5.1

103 168 177.6 9.6

10* 1229 1246.1 17.1
10° 9592 9629.8 37.8
10° 78498 78627.5 129.5
107 664579 664918.4 339.4

108 5761455  5762209.4 754.4
10° 50847534 50849235.0 1700.9

Opierajac sie na powyzszych danych, mozna poczyni¢ $émielsze przy-
puszczenia od tych, ktére zaproponowat Gauss. Wida¢ na przyktad, ze
dla wartoéci podanych w tabeli mamy zawsze n(x) < li(x). Gdybysmy
jednak dali sie ponies¢ fantazji i przyijeli ten fakt eksperymentalny jako
robocza hipoteze, ponieslibySmy spektakularna kleske. J.E. Littlewood!*
wykazat'®, ze réznica

7t(x) — li(x)

zmienia znak nieskoriczenie wiele razy przy x dazacym do nieskoriczo-
nosci. Tak wiec logarytm catkowy przybliza warto$¢ m(x) nieskoriczenie
wiele razy z nadmiarem i nieskoriczenie wiele razy z niedomiarem. Co
wiecej, odchylenia te przekraczaja co do wartosci bezwzglednej wartosé

A Vxlogloglogx

log x (1)

dla pewnej liczby dodatniej A. Ciekawe jest, ze w chwili obecnej (2018)
nie znamy zadnej wartosci xo, dla ktérej m(xp) > li(xo). Przypuszcza sie,
Ze najmniejsza taka warto$¢ jest bardzo duza i znajduje sie w okolicach

4 John Edensor Littlewood (1885-1977) - matematyk angielski.
15 JE. Littlewood, Sur la distribution des nombres premiers. C.R. Acad. Sci. Paris
158(1914), 1869-1872.
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10316, a wiec daleko poza zasiegiem mozliwosci istniejacych komputeréw.
Z ostatnich uwag mozna wysnué wniosek, ze eksperymenty numeryczne
moga by¢ uzyteczne przy badaniu liczb pierwszych, ale nie nalezy im
bezkrytycznie ufaé.

Warto w tym momencie wspomnieé o dwoéch pracach!® francuskiego
matematyka Legendre’a'”, w ktérych pojawity sie w formie przypuszczeri
stwierdzenia bliskie hipotezie o liczbach pierwszych. W pierwszej z nich
Legendre wysunat hipoteze, ze 7t(x) jest w przyblizeniu réwne

_x
Alogx +B’

gdzie A i B sa pewnymi stalymi. W drugiej pracy przypuszczenie to
zostalo zmodyfikowane poprzez zastapienie powyzszego przyblizenia
przez

_r
logx + A(x)”

gdzie A(x) jest funkcja parametru x dazaca do 1.08366 przy x dazacym
do nieskoniczonosci. Jakkolwiek Gauss byt znacznie blizszy prawdy niz
Legendre, prace tego ostatniego sa godne uwagi ze wzgledu na to, ze
ukazaly sie drukiem i w zwiazku z tym od razu weszty w obieg literatury
naukowej. We wspomnianym liscie do Enckego, Gauss po$wieca sporo
miejsca poréownaniu swoich odkry¢ z pracami Legendre’a.

MEMORIAL RIEMANNA

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) to jeden z najwybitniej-
szych matematykéw wszech czasow. Oprécz matematyki zajmowat sie
réwniez fizyka, zaréwno teoretyczna, jak i eksperymentalna, oraz filozofia
przyrody. Byt profesorem Uniwersytetu w Getyndze, cztonkiem kore-
spondentem Berliniskiej Akademii Nauk (1859) i Royal Society (1866).

16 A-M. Legendre, Essai sur la théorie des Nombres, 1st ed. Paris 1798, p. 19; Essai sur la
Théorie des Nombres, 2nd ed., Paris 1808, p. 394.

17 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) — cztonek Francuskiej Akademii Nauk, autor
prac ze statystyki, teorii liczb, algebry, analizy matematycznej i geodezji.
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Zyt zaledwie 40 lat, a jego dorobek publikacyjny jest ilosciowo dosé
skromny i miesci sie w jednym tomie dziet zebranych!®. Natomiast ja-
kos¢ prac Riemanna jest imponujaca. Kazda z nich wniosta istotny wktad
w rozwoj dzialu matematyki, ktérego dotyczylta. Tylko jedna z nich po-
$wiecona jest problemom teorii liczb, a mianowicie liczbom pierwszym.
Liczy zaledwie osiem stron, ale treSci w niej zawarte wyryty trwate pietno
na rozwoju catej matematyki, zmieniajac bieg jej historii. Giéwnym obiek-
tem badart w Memoriale Riemanna'? sa analityczne wtasnosci funkgji {(s),
zwanej obecnie funkcjg dzeta Riemanna, rozwazanej w pelnej ogdlnosci, to
znaczy jako funkcja zmiennej zespolonej. Jednak gtéwnym celem pracy
byto zbadanie rozmieszczenia liczb pierwszych; funkcja dzeta byta tyl-
ko srodkiem do tego. Jak widzieliSmy wczesniej ((s), pojawita sie juz
w pracach Jacoba Bernoulliego i Leonarda Eulera, ale rozwazana byta
wylacznie jak funkcja argumentu rzeczywistego, co w drastyczny sposéb
ograniczato zakres mozliwych zastosowan. Przejscie do dziedziny zespo-
lonej otworzylo nowe perspektywy. Punktem wyjscia pracy Riemanna
jest definicja

i
C(s) = Z o
n=1
formalnie tozsama z (2) wraz z tozsamoscia Eulera (3):

-1
=] (1 - pl)
P
z jedna, ale zasadnicza r6znica: u Riemanna s oznacza dowolna liczbe
zespolona o czesci rzeczywistej wiekszej od 1.

Warto teraz przyjac¢ pewna konwencje dotyczaca zapisu liczb zespolo-
nych, wprowadzona zreszta przez Riemanna i od tego czasu powszechnie
stosowana w analitycznej teorii liczb. Mianowicie od tego momentu licz-
by zespolone bedziemy zapisywaé w postaci

s=0+it,

18 B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke, wissenschaftlicher Nachlass und Nach-

trige. Nach der Ausgabe von Heinrich Weber und Richard Dedekind neu he-
rausgegeben von Raghavan Narasimhan. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1862;
Springer-Verlag, Berlin (1990).

19 B. Riemann, Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse. Monats-
berichte der Berliner Akademie, November 1859, 671-680.
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gdzie 0 it sa liczbami rzeczywistymi (zwanymi odpowiednio czescia
rzeczywista i czescia urojona liczby s). Rownanie o > 1 okresla péiptasz-
czyzne (otwarta) skladajaca sie ze wszystkich liczb zespolonych o czesci
rzeczywistej wiekszej od 1. Jest to tak zwana poétplaszczyzna zbieznosci
bezwzglednej funkcji dzeta. W tym obszarze ((s) jest zdefiniowana jako
suma dobrze zbieznego szeregu i w zwiazku z tym stosunkowo fatwo tam
jest badac jej wlasnosci. Réwniez iloczyn Eulera jest w tej potptaszczyznie
zbiezny bezwzglednie. W obu przypadkach zbieznos¢ jest niemal jedno-
stajna izgodnie z ogélna teoria kazde z wyrazen (tzn. zaréwno szereg, jak
iiloczyn) definiuja funkcje holomorficzna, oczywiscie w obu przypadkach
te sama. W szczego6lnosci tozsamosé Eulera (3) zachodzi dla wszystkich
o>1

Dla pozostatych liczb zespolonych s funkcje C(s) definiujemy poprzez
przediuzenie analityczne. Okazuje sie przy tym, jak wykazat Riemann,
ze ((s) jest funkcja holomorficzna dla wszystkich wartosci zespolonych s,
z wyjatkiem punktu s = 1, gdzie ma tak zwany biegun pojedynczy (z re-
siduum réwnym 1). Czytelnik, dla ktérego terminy, ktore sie tu pojawity,
brzmia obco i niezrozumiale, moze je rozumie¢ jako synonim wyraze-
nia ,funkcja o bardzo regularnych wilasnosciach”. Nie znaczy to wcale,
ze poza pélplaszczyzna o > 1 wlasnosci funkcji dzeta tatwo poddaja sie
badaniu. Niektore z nich nadal opieraja sie wysitkom matematykow, na
czele ze stynna Hipoteza Riemanna, o ktérej bedzie mowa obszerniej za
chwile. Jest rzecza oczywista, ze Riemann wiedzial znacznie wiecej na
temat funkcji dzeta od tego, co umiescit w swojej pracy. Dowody w niej
zawarte sa zaledwie z grubsza naszkicowane lub tez zupeinie pominiete.
Zostaly one w znakomitej wiekszo$ci uzupelnione staraniem innych ma-
tematykoéw, jednak juz po $mierci Riemanna. Dzisiaj na temat funkcji dze-
ta wiemy bardzo duzo, ale — dodajmy od razu —nie tyle, ile bySmy chcieli.
Jej wlasno$ciom poswieconych jest kilka klasycznych monografii?’ oraz
olbrzymia i trudna do oszacowania liczba prac specjalistycznych.

20 Por. np. E.C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-function. 2" ed. revised by
D.R. Heath-Brown, New York: The Clarendon Press, Oxford University Press, 1986;
H.M. Edwards, Riemann’s zeta function, Pure and Applied Mathematics 58, New York-
London: Academic Press, 1974; A. Ivi¢, The Riemann zeta function. New York: Wiley-
Interscience, 1985; S.]. Patterson, An introduction to the theory of the Riemann zeta-function.
Cambridge Studies in Advanced Mathematics 14, Cambridge: Cambridge University
Press, 1988.
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Memorial Riemanna rozpoczal, trwajacy zreszta do dnia dzisiejszego,
okres systematycznego badania analitycznych wiasnosci funkgji dzeta
oraz jej arytmetycznych zastosowan. Mozna przyjaé, ze wraz z pojawie-
niem sie pracy Riemanna zostala stworzona nowa dziedzina badan zwana
analityczng teorig liczb. Samego Riemanna nalezy uznac¢ za jej prekursora,
chociaz, jak widzieliSmy wczesniej, praca Riemanna z pewnoscia bylta
inspirowana o ponad wiek wczedniejszymi odkryciami Eulera.

Oprocz ustalenia przediuzenia analitycznego na cala ptaszczyzne ze-
spolona z usunietym punktem s = 1, Riemann wykazat, ze funkcja ((s)
spelnia nastepujace réwnanie funkcyjne

n—s/Zr( ) C(s) = m1- 5)/21“( )C(l—s) (12)

gdzie I'(s) oznacza tak zwana funkcje gamma Eulera. Jest to jedna z naj-
wazniejszych funkcji nieelementarnych, ktorej definicje pomijam, aktorej
wlasnosci sa dos¢ dobrze poznane. Wygodnie jest wprowadzié nastepujaca
funkcje zmiennej zespolonej s

£(s) = —s(s N zr( )c<s> (13)

Ze znanych juz nam wilasnosci funkcji dzeta wnosimy, Zze jest to funkcja
catkowita (holomorficzna na catej plaszczyznie zespolonej), a wzor (12)
mozna zapisa¢ w nastepujacy elegancki sposéb

&(s) =& —s).

Réwnanie funkcyjne méwi nam, ze wiasnosci funkcji dzeta w péiptasz-
czyznie ¢ < 0 mozna odczytaé¢ z wlasnosci w pétplaszczyznie o > 1,
a wiec stosunkowo tatwo. Pozostaje pas pionowy

0<o<1,

zwany pasem krytycznym. Zasadnicza czes¢ teorii funkcji dzeta dotyczy
wlasnie jej wlasnosci w pasie krytycznym, a w istocie (ze wzgledu na
réwnanie funkcyjne) w prawej polowie tegoz pasa: 1/2 < 0 < 1. Szcze-
gblne miejsce w teorii zajmuje tak zwana prosta krytyczna o = 1/2, bedaca
osia symetrii pasa krytycznego.

Poniewaz, jak juz powiedziano, funkcja dzeta jest dobrze okreslona
dla wszystkich liczb zespolonych s # 1, wyrazenia postaci (1 — n) maja
Sci$le okredlony sens dla wszystkich liczb naturalnych 7. Jest to zasadnicza
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réznica (i postep) w poréwnaniu z sytuacja, z ktéra musiat zmagac sie
Euler. Zauwazmy, ze szereg

1—2"1 431

wystepujacy w liczniku po lewej stronie wzoru (4) to nic innego jak

" = 1) - n).

Likwiduje to ,dziwnos¢” wzoru Eulera, a stosowana przez niego metode
sumacyjna Abela zastepuje przedtuzeniem analitycznym. Analizujac w
ten sposob wzér (4), dochodzi sie do wniosku, ze jest on szczegélnym
przypadkiem réwnania funkcyjnego (12).

Kazda liczbe zespolona w, dla ktérej {(w) = 0 nazywamy zerem funkcji
dzeta Riemanna. Bezposrednio z tozsamosci Eulera (3) widag¢, ze ((s) # 0
dla ¢ > 1, a wiec w tej pdlplaszczyznie nie ma zadnych zer. Z réwna-
nia funkcyjnego (12) oraz ze znanych wiasnosci funkcji gamma Eulera
wynika, ze

(-2n)=0 dlan=1,2,3,...

Zatem ujemne parzyste liczby catkowite sa zerami funkcji dzeta; sa to tak
zwane zera trywialne. Oprocz nich ((s) posiada nieskoriczenie wiele zer
lezacych w pasie krytycznym

p=p+iy (0<p<1),
zwanych zerami nietrywialnymi, ktére odgrywaja pierwszoplanowa role
w calej teorii.
Warto na chwile zatrzymac sie w tym miejscu i wyjasni¢, dlaczego tak
jest. Ot6z z ogolnej teorii funkcji zmiennej zespolonej?! wynika, ze dla
dowolnej liczby zespolonej s zachodzi nastepujaca réwnosé

1 s S\ s

&) = 5¢' H(l— 5) 7,
gdzie A jest pewna stata?, natomiast p przebiega wszystkie nietrywialne
zera funkcji {(s). Wida¢ stad, ze polozenie zer w zupelnosci determinu-
je zachowanie sie funkgji dzeta. Z drugiej strony funkcje dzeta mozemy

2L Chodzi tu o teorie Hadamarda funkcji catkowitych skoriczonego rzedu.
2 Mozna wykazaé, ze A = log2 + $logm — 1 — 1y, gdzie y = 0.577215664..... jest tak
zwana stata Eulera.
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przedstawi¢ w postaciiloczynu Eulera (3). Mozna wiec powtérzy¢ powyz-
sze stwierdzenie o roli zer w odniesieniu do liczb pierwszych: potozenie
liczb pierwszych w zupelnosci determinuje zachowanie sie funkgji dzeta.
Mamy wiec oczywista dualno$¢ miedzy zerami funkgji dzeta a liczbami
pierwszymi, co powoduje, Ze w pewnym sensie badanie tych obiektow
jest rtownowazne. Zera sa obiektami znacznie bardziej enigmatycznymi
niz liczby pierwsze — juz samo zagadnienie ich istnienia wymaga do-
wodu — niemniej jednak, do§¢ paradoksalnie, sa w wielu aspektach ta-
twiejsze do zbadania. Wynika to z faktu, Ze przy ich badaniu mamy do
dyspozycji bogaty arsenat srodkéw analizy zespolonej. Nieprzypadkowo
memorial Riemanna pojawit sie w okresie rozkwitu teorii funkcji zmien-
nej zespolonej. Na przestrzeni ponad stu lat, ktére dziela badania Eulera
problemu bazylejskiego i prace Riemanna, matematycy stworzyli nowe
potezne narzedzie, ktére pozwolito na rozwdj idei, obecnych juz w pra-
cach genialnego Szwajcara. Pojawienie sie takiej mozliwosci zapewne le-
glo u podstaw zainteresowania sie Riemanna liczbami pierwszymi. Byta
to jego gléwna motywacja, ktérej zreszta dat wyraz w tytule swojej pracy,
ktéry w ttumaczeniu brzmi: O liczbie liczb pierwszych ponizej danej granicy.
Jednoznacznie wiec wskazuje on funkgje liczaca liczby pierwsze m(x) jako
glowny przedmiot badan.

Z réwnania funkcyjnego (12) wynika, ze zera nietrywialne leza syme-
trycznie wzgledem prostej rzeczywistej (zasada odbicia Schwarza) oraz
prostej krytycznej. Inaczej méwiac, jesli p =  + iy jest zerem nietrywial-
nym, to réwniez liczby p — iy, (1 — ) + iy oraz (1 — ) — iy sa zerami
nietrywialnymi. Z ogélnej teorii funkcji zmiennej zespolonej wynika, ze
w kazdym prostokacie o wierzchotkach 0,1, 1+iT oraz iT, gdzie T oznacza
dowolna dodatnia liczbe rzeczywista, liczba zer jest skoriczona; oznacz-
my ja przez N(T). Poniewaz zer jest nieskoriczenie wiele, wiec wielko$¢
ta roénie do nieskoriczonoéci wraz z T’ dazacym do nieskoriczonoéci. Ale
jak szybko? Riemann podat nastepujaca formute asymptotyczna®

T T
N(T) = 7 log - + O(logT). (14)

Jak powiedziano wczeéniej, gtéwna motywacja pracy Riemanna to
badanie funkcji 71(x) metodami analitycznymi. Wynikiem tych dociekan

2 Scisty jej dowéd przedstawit von Mangoldt w 1905 roku w pracy Zur Verteilung der
Nullstellen der Riemannschen Funktion &(f). Math. Ann. 60(1905), 1-19.
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byla nastepujaca formuta w sposéb jawny taczaca liczby pierwsze i nie-
trywialne zera funkgji dzeta

m(x) + 1n(x“Z) + 1n(xl/3)+...
2 B 31 (2 — o2 * dt
= I(X) — ; 1(x ) — log + L t(t2——1)10gt

Zauwazmy, ze lewa strona ma charakter czysto arytmetyczny. Wystepu-
jaca tu funkgja , liczy” liczby pierwsze z odpowiednimi wagami. Doktad-
niej, liczby pierwsze z zakresu Vx < p < x liczone sa z waga 1, liczby
pierwsze z zakresu x!/® < p < +x z waga 3/2 i tak dalej. Prawa strona
ma charakter wybitnie analityczny, w istocie wystepujace tu skfadniki
zwiazane sa z osobliwos$cia funkgji dzeta w punkcie s = 1 oraz z jej zera-
mi, zaréwno trywialnymi, jak i nietrywialnymi. Wktad zer nietrywialnych
jest widoczny explicite w postaci sumy, natomiast wkiad zer trywialnych
ukryty jest w calce wystepujacej po prawej stronie formuty. Chwila zasta-
nowienia prowadzi do nastepujacej idei. Stosunkowo tatwo jest wykazag,
ze po lewej stronie najwiekszym skladnikiem jest 77(x). Trudniejsza spra-
wa jest ze strona prawa. Riemann — stusznie, jak sie p6zniej okazato —
przypuszczal, ze jest to li(x). Ta obserwacja prowadzi do wniosku, Ze
ni(x) ~ li(x), to znaczy do dowodu hipotezy o liczbach pierwszych. Moz-
na wykazag¢, ze do dowodu tej ostatniej wystarczy informacja, iz f < 1 dla
dowolnego nietrywialnego zera funkcji dzeta Riemanna. Staje sie wiec
jasne, ze informacja o polozeniu nietrywialnych zer wewnatrz pasa kry-
tycznego ma podstawowe znaczenie w teorii liczb pierwszych. Wiedzac
o wystepujacych symetriach, Riemann wysunat nastepujace Smiate przy-
puszczenie, znane obecnie pod nazwa Hipoteza Riemanna:

Wszystkie nietrywialne zera funkcji dzeta lezq na prostej krytycznej:
1 .
p=5tiy.

W ciagu ponad 150 lat, ktére uplynety od jej postawienia, matema-
tycy zdali sobie sprawe z doniostych konsekwencji, ktére ona implikuje.
W chwili obecnej Hipoteza Riemanna uwazana jest — zupelnie stusznie
- za najwazniejszy otwarty problem matematyczny. Jest to jeden z tak
zwanych Probleméw Millenijnych, siedmiu zagadniefi ogloszonych przez
Instytut Matematyczny Claya w 2000 roku; za rozwiazanie kazdego z nich
wyznaczono milion dolaréw nagrody.
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TWIERDZENIE O LICZBACH PIERWSZYCH

Hipoteze o liczbach pierwszych (6) — (8) udowodnili (niezaleznie od
siebie) Charles-Jean de la Vallée Poussin® oraz Jacques Hadamard® w ro-
ku 1896, a wiec niecate czterdziesci lat po opublikowaniu pracy Rieman-
na%. Od tej pory wzory te nosza nazwe Twierdzenia o liczbach pierwszych.
W istocie wypelnili oni doktadnie program naszkicowany przez Rieman-
na, otrzymujac twierdzenie o liczbach pierwszych jako wniosek z faktu,
ze cze$cirzeczywiste nietrywialnych zer sa mniejsze od 1, inaczej méwiac,
ze

CA+it)#0 (—o0 < t < 00).

De la Vallée Poussin dodatkowo wyznaczyt obszar lezacy wewnatrz pasa
krytycznego i zawierajacy prosta pionowa s = 1 + it, ktéry jest wolny od
zer funkcji dzeta. W konsekwencji wykazal, ze istnieje stata dodatnia ¢
taka, ze

1i(x) = li(x) + O(x exp(—co y/1og x)), (15)

co jest nieco silniejsza wersja wzoru (10). Udowodnienie Twierdzenia
o liczbach pierwszych byto ogromnym osiagnieciem, ktére na trwate wpi-
sato sie do kanonu najwiekszych dokonan matematyki.

Warto tutaj nadmieni¢, ze przez diugie lata uwazano, ze Twierdzenia
o liczbach pierwszych nie da sie udowodni¢ bez uzycia srodkéw analizy
zespolonej (lub jej réwnowaznych). Dopiero w 1949 roku Atle Selberg?’-2
i P. Erd6s?’*° znalezli catkowicie elementarny dowéd, to znaczy dowéd
niewymagajacy uzycia zaawansowanych poje¢ analizy matematyczne;j.

2% Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866-1962) — matematyk belgijski.

% Jacques Hadamard (1865-1963) — matematyk francuski.

2% J.Hadamard, Sur la distribution des zéros de la function {(s) et ses conséquences arithméti-
que. Bull. Soc. Math. France 24 (1896), 199-220; Ch.-]. de la Vallée Poussin, Recherches
analytiques sur la théorie des nombres premiers. Ann. Soc. Sci. Bruxelles 20 (1896), 183-256.
27 Atle Selberg (1917-2007) — matematyk norweski, Medal Fieldsa w 1950 r.

2 A.Selberg, An elementary proof of the prime-number theorem. Ann. of Math. 50(2)(1949),
305-313.

2 Paul Erd6s (1913-1996) — matematyk wegierski.

30" P. Erdés, On a new method in elementary number theory which leads to an elementary
proof of the prime number theorem. Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 35(1949), 374-384.
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Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze termin ,elementarny” nie jest synonimem ter-
minu ,fatwy”. W istocie rozumowanie Erdésa-Selberga do tatwych nie
nalezy, a podejscie analityczne, mimo zastosowania bardziej zaawanso-
wanych érodkéw, jest prostsze.

WARUNKI ROWNOWAZNE HIPOTEZIE RIEMANNA

Znanych jest bardzo duzo stwierdzen réwnowaznych Hipotezie Rie-
manna opartych na istotnie réznych ideach®, wiele z nich ma liczne
warianty. To sprawia, ze liczba mozliwych sformutowan Hipotezy jest
nieograniczona. Oto kilka przykiadéw.

Hipoteza jest stwierdzeniem dotyczacym funkcji zmiennej zespolone;j,
w konsekwencji najbardziej oczywiste sa jej przeformutowania w jezyku
tej teorii. Oznaczmy przez p(n) tak zwana funkcje Mobiusa, jedna z najwaz-
niejszych funkgji arytmetycznych badanych w teorii liczb. Zdefiniowana
jest ona wzorem

1 gdyn=1,
p(n) =< (=1)"  gdy njest iloczynem r r6znych liczb pierwszych,
0 w pozostalych przypadkach.

Dla ¢ > 1 zachodzi nastepujacy wzoér
1 i p(n)
o &
Hipoteza Riemanna jest w spos6b oczywisty réownowazna stwierdzeniu,
ze funkcja 1/(s) jest holomorficzna dla ¢ > 1/2. To z kolei jest rownowaz-
ne temu, Ze powyzszy szereg jest zbiezny w tej pétptaszczyznie.

Inny warunek konieczny i dostateczny dla prawdziwosci Hipotezy
Riemanna jest nastepujacy>>

U(s)#0 dla 0<o0<1/2,

31 Por. Kevin Broughan, Equivalents of the Riemann Hypothesis, vol. 1 and 2., Cambridge:
Cambridge University Press, 2017.

32 Wystepujacy tu symbol {'(s) oznacza pochodna (zespolona) funkdji dzeta Rieman-
na.

30



coudowodnit Andreas Speiser®®. Natomiast Jeffrey C. Lagarias* wykazat,

ze jest nim réwniez to, iz%°

‘R(%(s)) >0 dla o> %

Cata serie warunkéw réwnowaznych mozna sformutowac w jezyku
arytmetyki. OczywiScie podstawowy z nich dotyczy liczb pierwszych: Hi-
poteza Riemanna jest rownowazna silnemu oszacowaniu wielkosci czto-
nu resztowego w Twierdzeniu o liczbach pierwszych:

n(x) = li(x) + O(Vxlog x). (16)

Z cytowanego wczesniej twierdzenia Littlewooda (11) wynika, ze tego
oszacowania nie mozna juz bardziej, w sposéb znaczacy poprawic. Po-
dobne warunki réwnowazne mozna formutowaé, uzywajac innych funk-
¢ji arytmetycznych. Dla przyktadu Hipoteza Riemanna jest rtwnowazna
nastepujacemu oszacowaniu sumy wartosci funkcji Mobiusa: dla dowol-

nego ¢ >0
Y um)

n<x

< xV2HE (x = xp(e)). (17)

Powyzsze stwierdzenie mozna przeformutowaé w jezyku teorii macie-
rzy w sposéb nastepujacy. Dla ustalonej liczby naturalnej n definiujemy
macierz Redheffera R, = [R,(i, j)] stopnia 1, okreslajac jej wyrazy wzorem

R,(i, ) = 1 jeslij=1lubij,
"1 =00 w przeciwnym wypadku.
Mozna wykazag¢, ze

n
detR, = Z w(n).
k=1

Whioskujemy stad, ze Hipoteza Riemanna jest rownowazna stwierdze-
niu, ze dla dowolnego ¢ > 0

detR, < n"*¢  (n > ny(e))

3 A. Speiser, Geometrisches zur Riemannschen Zetafunktion. Math. Ann. 110(1935), no.
1, 514-521.

3 1.C. Lagarias, On a positivity property of the Riemann &-function. Acta Arith.
89(3)(1999), 217-234.

% Dla dowolnej liczby zespolonej z, symbol R(z) oznacza jej czes¢ rzeczywista.
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(Raymond M. Redheffer®®.) Fakt ten mozna réwniez wyrazi¢ w terminach
teorii grafow®.

Wariantem poprzedniego warunku réwnowaznego jest nastepujacy,
sformutowany za pomoca tak zwanej funkcji Liouville’a. Definiujemy ja
wzorem

Am) = (=1)°,
gdzie w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych liczby n. Po-
dobnie jak w przypadku funkcji Mobiusa, Hipoteza Riemanna jest réw-
nowazna temu, ze dla dowolnego ¢ > 0

Zum

n<x
Zupelnie inny warunek réwnowazny, uzywajacy funkcji (1) réwnej
sumie dzielnikéw naturalnych liczby 1, podat Guy Robin®:

< x2FE (x = xp(e)).

HR < o(n) <e'nloglogn dla n > 5041.

Zwraca uwage elementarnos¢ tego warunku.

Zaskakujace jest to, ze Hipoteze Riemanna mozna sformutowa¢, uzy-
wajac zwyktych utamkéw. Mozliwo$é taka opisat Jérome Franel®® w 1924
roku. Ciggiem Fareya rzedu n nazywamy ciag rosnacy liczb wymiernych
(utamkow) postaci a/g, gdzie 0 < a < g < n oraz a i g sa wzglednie
pierwsze. Zapiszmy taki ciag nastepujaco

m<mnm<...<ny

Hipoteza Riemanna jest rownowazna stwierdzeniu, ze utamki te utozone
sa ,bardzo regularnie”. Doktadniej,
m 2

nj—=| < n I (> np(e)).

m

j=1

% R.M. Redheffer, Eine explizit losbare optimierungsaufgabe. Internat. Schriftenreihe Nu-
mer. Math. 142(1977), 141-152.

%7 Por. W. Barratt, R.W. Forcade, A.D. Pollington, On the spectral radius of a (0,1) matrix
related to Mertens’ function. Linear Algebra Appl. 107(1988), 151-159.

% G. Robin, Grandes valeurs de la fonction somme des diviseurs et Hypothése de Riemann.
J. Math. Pures Appl. (9) 63(1984), no. 2, 187-213.

% ].Franel, Les suites de Farey et le probleme des nombres premieres. Géttinger Nachrichten
(1924), 198-201.
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Istnieje cata grupa warunkéw réwnowaznych Hipotezie Riemanna,
ktore postuluja staly znak pewnych wyrazeni. Do tej grupy nalezy tak
zwane kryterium Li*", ktore stwierdza, ze Hipoteza jest prawdziwa wtedy
i tylko wtedy, gdy

Z(l—(l—%) )>0 dla n=0,1,2,...

p

Inny warunek réwnowazny, nawiazujacy do dodatniej okreslonosci, sfor-
mutowat Gy&rgy Pélya*!:

f ) f ) D () D(B)e @ PV (q — B)? da df > 0

dla dowolnych rzeczywistych x i y, gdzie
D(u) = Z(2n4nze%” - 3n2neg”)e_”2”€2".
n=1

Ciekawe jest to, ze Hipoteze Riemanna mozna sformutowaé w termi-
nach analizy funkcjonalnej. Oznaczmy przez L*(0, 1) przestrzeni Banacha
funkgji catkowalnych z kwadratem (w sensie Lebesgue’a) na przedziale
(0, 1). Hipoteza Riemanna jest rtownowazna stwierdzeniu, ze zbiér funkcji
postaci

£ =) o/t
k=1
gdzie dla dowolnej liczby rzeczywistej x symbol {x} = x — [x] oznacza
cze$¢ ulamkowa x, natomiast parametry 0y i wsp6élczynniki ¢, spelniaja
warunki
Or €(0,1) oraz ch =0,
k=1

40 Xian-Jin Li, The Positivity of a Sequence of Numbers and the Riemann Hypothesis.
J. Number Theory 65(1997), 325-333.

4 G.Polya, Uber die algebraisch funktiontheoretischen Untersuchungen von |.L.W.V. Jensen.
Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. 7(1927), No.17.
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jest gesty w L2(0, 1) (B. Nyman*?). Inny warunek réwnowazny odwolujacy
sie do tej samej przestrzeni funkcyjnej mozna sformutowac nastepujaco.
Niech

A:1%0,1) = L*0,1)

bedzie operatorem catkowym zdefiniowanym wzorem
1
afw = [ ol e geronueom
0

Hipoteza Riemanna jest rtownowazna stwierdzeniu, ze A jest réznowar-
tosciowy, to znaczy dla réznych funkgi f,¢ € L*(0,1) przyjmuje rézne
wartodci (J. Alcantara-Bode*?).

Warunek réwnowazny wyrazony w terminach analizy funkcji zmien-
nej rzeczywistej podat Marcel Riesz*: dla dowolnego ¢ > 0

k k
( 1) ! 1/2+€

przy x > xo(e).

Na zakoriczenie tego krétkiego przegladu warto wspomnie¢ o warun-
ku réwnowaznym z Hipoteza Riemanna sformutlowanym w terminach
algebry, a $ciSlej mowiac teorii grup. Niech S, oznacza grupe symetryczna
zbioru n-elementowego, ktérej elementami sa permutacje zbioru
{1,2,...,n}, a dziataniem grupowym skladanie permutacji. Niech ponad-
to g(n) oznacza maksymalny rzad elementu S,. Hipoteza Riemanna jest
rownowazna temu, ze

log g(n) < (li(n)) "2
(J.-P. Massias, J.-L. Nicolas, G. Robin®®).

42 B. Nyman, On some groups and semigroups of translations. Thesis, Uppsala (1950).

4 J. Alcantara-Bode, An integral equation formulation of the Riemann hypothesis. Integral
Equations Operator Theory 17(1993), no. 2, 151-168.

4 M. Riesz, Sur I'hypothése de Riemann. Acta Mathematica 40(1916), 185-190.

45 ].-P.Massias, J.-L. Nicolas, G. Robin, Evaluation asymptotique de I'ordre maximum d'un
élément du groupe symétrique. Acta Arith. 50(1988), 221-242.
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FUNKCJE L W TEORII LICZB

Funkcja dzeta Riemanna jest tylko jedna z wielu podobnych funkcji
rozwazanych w teorii liczb i znanych pod wspélna nazwa funkcji L. Po-
jawily sie one w spos6b naturalny przy badaniu rozmaitych zagadnieni
arytmetycznych i z biegiem czasu staly sie nieodzownym narzedziem
w rekach teoretykéw liczb. Trudno podaé Scista definicje funkgji L.
Najbardziej udana proba aksjomatyzacji pochodzi od Atle Selberga,
ktéry w 1989 roku wyodrebnit najwazniejsze wtasnosci znanych funk-
qji L i przyjat je jako aksjomaty tak zwanej klasy Selberga*. Pomijajac
funkcje stala réwna 1, funkcja dzeta Riemanna jest najprostszym, ale
niezwykle waznym elementem tej klasy. Przytoczenie definicji innych
elementéw wykracza poza skromne ramy niniejszego opracowania.
Ogranicze sie tylko do wymienienia niektérych z nich, jednocze$nie
kierujac zainteresowanego Czytelnika do stosownej literatury. Od razu
chciatbym uprzedzi¢, Zze osobie nieposiadajacej odpowiedniego przygo-
towania matematycznego wymienione nazwy moga niewiele méwic.
Przytaczam je, aby zilustrowac¢ fakt, iz przygladajac sie funkgji dzeta
Riemanna, widzimy tylko wierzchotek gory lodowej, przejaw znacz-
nie rozleglejszej teorii. Dodajmy, ze dla wszystkich wymienionych nizej
funkcji spodziewamy sie, iz prawdziwy jest odpowiednik Hipotezy Rie-
manna.

Roézne rodzaje funkgji L:

e funkgje L Dirichleta z charakterami pierwotnymi?’,

e funkcje dzeta Dedekinda ciatalgebraicznych oraz funkcje L Heckego

z pierwotnymi charakterami Heckego®,
e funkcje L Artina nieprzywiedlnych reprezentacji Galois*’,
e funkcje dzeta form modularnych (newforms i Maass waves) oraz, ogol-

46 A. Selberg, Old and new conjectures and results about a class of Dirichlet series. Proce-
edings of the Amalfi Conference on Analytic Number Theory (Maiori, 1989), 367-385,
Univ. Salerno, Salerno, 1992.

47 H. Davenport, Multiplicative number theory, Third edition. Revised and with a pre-
face by Hugh L. Montgomery. Graduate Texts in Mathematics, 74. Springer-Verlag,
New York, 2000. xiv+177 pp.

48 W. Narkiewicz, Elementary and analytic theory of algebraic numbers, Third edition.
Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2004. xii+708 pp.

4 H. Heilbronn, Zeta-functions and L-functions. Algebraic Number Theory (Proc. In-
structional Conf., Brighton, 1965), 204-230, Thompson, Washington, D.C., 1967.
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niej, funkcje L reprezentacji automorficznych (funkcje L Langland-
sa)50,

e globalne funkcje L rozmaitosci algebraicznych nad ciatami skoriczo-
nymi (w szczegolnosci funkcje Hassego-Weila krzywych eliptycz-
nych)°.

DLACZEGO HIPOTEZA RIEMANNA JEST WAZNA?

Hipoteza Riemanna jest wazna z powodu swych daleko idacych kon-
sekwencji. Znanych jest obecnie kilkaset twierdzerh warunkowych, ktére
sa prawdziwe przy zatozeniu Hipotezy Riemanna. Sa to twierdzenia z re-
guly bardzo silne, znacznie silniejsze od ich wersji ,,bezwarunkowych”, to
znaczy udowodnionych bez zakladania prawdziwosci Hipotezy. Warto
przy tym zwrdéci¢ uwage na fakt, ze wyniki uzyskane przy jej zatozeniu
maja zwykle walor stwierdzen ostatecznych, to znaczy takich, ktérych
ulepszy¢ sie juz nie da. W paragrafie opisujacym warunki réwnowazne
Hipotezie Czytelnik znajdzie szereg wynikéw tego typu. Oczywiscie naj-
bardziej klasyczny przyktad dotyczy oszacowania reszty w Twierdzeniu
o liczbach pierwszych (16). Z Hipotezy Riemanna wynika réwniez, ze
przy dowolnym ¢ > 0 kazdy przedzial postaci

[x, x + x1/2*¢] dla x > xo(e)
zawiera co najmniej jedna liczbe pierwsza, co wiecej liczb tychjest , duzo”:

mi(x + h) — mt(x) ~ h> xl/2+e, (18)

logx '
Hipoteza Riemanna ma daleko idace konsekwencje dotyczace analitycz-

nych wiasnosci funkgji dzeta. W szczeg6lnosci pociaga za soba prawdzi-
wosc tak zwanej Hipotezy Lindelofa:

c(% +it) <t (t > o). (19)

%0 H. Iwaniec, E. Kowalski, Analytic number theory. American Mathematical Society

Colloquium Publications, 53. American Mathematical Society, Providence, RI, 2004.
xii+615 pp.
51 H. Iwaniec, E. Kowalski, ibidem.
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To z kolei jest bardzo wazne przy dowodach wielu innych twierdzen.
Uzyty we wzorze (19) symbol < jest réwnowazny notacji O: zapis f(x) <
g(x) oznacza to samo co f(x) = O(g(x)).

Jeszcze bardziej spektakularne konsekwencje ma uogélniona Hipoteza
Riemanna, to znaczy Hipoteza postulujaca, ze nietrywialne zera réznych
funkdji L leza na prostej krytycznej. Ze wzgledu na dos¢ techniczny cha-
rakter zagadnien, ktére zamierzamy teraz zasygnalizowac, mniej przygo-
towany Czytelnik moze bez zadnej straty pomina¢ lekture dalszej czesci
tego podrozdziatu.

Bezposrednie uogodlnienia Twierdzenia o liczbach pierwszych dotycza
liczb pierwszych w postepach arytmetycznych oraz rozmieszczenia ide-
aléw pierwszych w ciatach liczb algebraicznych. Bardzo ogdlny wy-
nik tego typu mozna sformutowac nastepujaco. Niech L/K bedzie roz-
szerzeniem Galois ciat liczbowych, natomiast p C Ok ideatem pierw-
szym, nierozgalezionym w L/K, zas C C Gal(L/K) — klasa elementéw
sprzezonych w grupie Galois rozszerzenia L/K. Niech ponadto

) = #lo € Oxs| =] € NG < ),

gdzie

=
p
oznacza tak zwany symbol Artina. Przy zatozeniu prawdziwosci Hipo-

tezy Riemanna dla funkcji L Heckego, przy dowolnym ¢ > 0 zachodzi
nastepujacy wzor asymptotyczny

nc(x) = (L#:CK) li(x) + O(x'/2*%),

Prawdziwos$¢ uogdlnionej Hipotezy Riemanna pociaga za soba praw-
dziwosé¢ Hipotezy Artina o pierwiastkach pierwotnych. Mozna ja sfor-
mulowaé nastepujaco. Liczbe catkowita a nazywamy pierwiastkiem pier-
wotnym modulo p, gdzie p jest liczba pierwsza, gdy dla dowolnej liczby
catkowitej b, niepodzielnej przez p, istnieje wyktadnik k € IN taki, ze

b= ak(modp).
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Hipoteza Artina postuluje, ze kazda liczba catkowita a # —1, niebedaca
kwadratem, jest pierwiastkiem pierwotnym dla nieskoriczenie wielu liczb
pierwszych p. Oznaczmy przez N,(x) liczbe liczb pierwszych p < x, dla
ktérych ajest pierwiastkiem pierwotnym. Hipoteza Artina przewiduje, ze
N,(x) = oo przy x — co. Christopher Hooley>* udowodnit w 1967 roku,
ze jezeli prawdziwa jest Hipoteza Riemanna dla funkgji dzeta Dedekinda
ciat liczbowych, to
N, (x) ~ com(x)

dla pewnej statej ¢y > 0. Roger Heath-Brown® wykazal bez zaktadania
zadnych nieudowodnionych hipotez, ze istnieja co najwyzej dwie liczby
pierwsze a, dla ktérych Hipoteza Artina nie jest prawdziwa.

Uogolniona Hipoteza Riemanna ma takze ciekawe konsekwencje
w geometrii algebraicznej. Niech E i E’ beda nieizogenicznymi krzywymi
eliptycznymi nad ciatem liczb wymiernych Q, o przewodnikach réwnych
Ng i Np odpowiednio. Hipoteza Riemanna dla funkcji Hassego-Weila
implikuje®, Ze istnieje liczba pierwsza

p <1og*(NgNp),

dla ktorej redukeje Ep i E}, sa krzywymi eliptycznymi nad p-elementowym
cialem skoniczonym IF, oraz

#E, + #E).

HIPOTEZA I RZECZYWISTOSC

WspomnieliSmy poprzednio, ze Hipoteza Riemanna pociaga za soba
prawdziwos¢ Hipotezy Lindelofa. Wyznaczanie dopuszczalnych warto-
$ci ¢ w oszacowaniu (19) jest klasycznym zagadnieniem analitycznej teorii
liczb, ktéremu poswiecono wiele prac, opracowujac bardzo wyrafinowa-

52 C.Hooley, On Artin’s conjecture. J. Reine Angew. Math. 225(1967), 209-220.

% D.R. Heath-Brown, Artin’s conjecture for primitive roots. Quart. J. Math. Oxford Ser.
(2) 37(1986), no. 145, 27-38.

5% ].-P.Serre, Quelques applications du théoreme de densité de Chebotarev. Collected Papers,
vol. III (1972-1984), 563-641, Springer Verlag 1986.
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ne metody. Ostatni krok postawit niedawno (2017) Jean Bourgain®, ktory
udowodnit, ze Hipoteza Lindelofa zachodzi dla ¢ > 13/84.

Dla ustalonych liczb 0 > 1/2 oraz T > 0 oznaczmy przez N(o, T)
liczbe nietrywialnych zer p = p+1iy funkcji dzeta Riemanna spetniajacych
nieréwnosci

B>o oraz [y|<T.

Oczywiscie Hipoteza Riemanna przewiduje, ze

N(o,T)=0 dla ¢ > %,T>O.

Tego nie potrafimy obecnie dowie$¢, ale mozliwe do uzyskania sa stabsze
rezultaty postaci

N(o, T) < T/@ (1/2<0<1,T>0),

gdzie f(o) jest nierosnaca funkcja zmiennej o € [1/2,1] taka, ze 0 < f(0) <
1, a takze oszacowania typu

N(o, T) < T (1/2<0<1,T>0), (20)

gdzie c jest pewna stata. Wyniki tego typu nosza nazwe twierdzeri gesto-
Sciowych. Znana Hipoteza Gestosciowa postuluje, ze oszacowanie (20)
jest prawdziwe dla dowolnego ¢ > 2, ale najlepszy obecnie znany wy-
nik pochodzi od Martina Huxleya® z roku 1972, ktéry wykazat, ze za ¢
mozna wzia¢ dowolna liczbe wieksza od 12/5. W roku 2000 Jean Bourga-
in®” udowodnit, ze Hipoteza Gesto$ciowa jest prawdziwa dla o > 25/32.
Wiadomo, ze Hipoteza Lindelofa implikuje Hipoteze Gestosciowa. Cie-
kawe jest to, ze Hipoteza Gestosciowa, jakkolwiek ewidentnie znacznie
stabsza od Hipotezy Riemanna, wystarcza do wykazania bardzo silnego
wyniku dotyczacego rozmieszczenia liczb pierwszych w , krétkich” prze-
dziatach, a mianowicie wzoru (18), bedacego — jak stwierdziliSmy wcze-

5 . Bourgain, Decoupling, exponential sums and the Riemann zeta function. ]. Amer.
Math. Soc. 30(2017), no. 1, 205-224.

% M.N. Huxley, On the difference between consecutive primes. Invent. Math. 15(1972),
164-170.

57 J.Bourgain, On large values estimates for Dirichlet polynomials and the density hypothesis
for the Riemann zeta function. Internat. Math. Res. Notices 2000, no. 3, 133-146.
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$niej — konsekwencja Hipotezy Riemanna. W cytowanej powyzej pracy
z 1972 roku Martin Huxley wykazat, ze formuta (18) jest prawdziwa dla
h> y/[12+e

Hipoteza Riemanna stwierdza, ze obszar ¢ > 1/2 jest wolny od zer
funkcji dzeta Riemanna. WidzieliSmy wczesniej, Ze znacznie slabsze
stwierdzenie (1 + it) # 0 dla —co < t < oo jest podstawa dowodu Twier-
dzenia o liczbach pierwszych. Stad znaczenie twierdzefi wyznaczajacych
obszary wolne od zer, zawierajace punkty wewnatrz pasa krytycznego.
Dla przyktadu, podstawa dowodu formuty (15) jest fakt, wykazany przez
de la Vallée Poussina, ze ((o + it) # 0 dla

Co

o> e+

(=00 <t < 00).

Iwan Winogradow™ oraz niezaleznie Mikotaj Korobow™ wykazali, ze

1

Lo+i)#0 dla 0>1- —
log” |t

(It > to(0) 0 >2/3).
Wynika stad, ze
n(x) = li(x) + O(xe™'8" ¥y | @ <3/5.

Wiele prac poswiecono zerom funkgji dzeta, ktére zachowuja sie zgod-
nie z przewidywaniami, to znaczy leza na prostej krytycznej. Niech No(T)
oznacza funkcje liczaca te zera:

1 .
NO(T):#{p:§+1)/:O<)/<T}.
Oczywiscie zgodnie z Hipoteza Riemanna powinnismy mie¢

No(T) = N(T) (T >0),

gdzie N(T)jest rozwazana juz przez nas poprzednio funkcja liczaca wszyst-
kie zera nietrywialne, por. (14). Pierwszy wazny wynik dotyczacy zer na

% M. Vinogradov, A new estimate of the function C(1 + it), (Russian) Izv. Akad. Nauk
SSSR. Ser. Mat. 22(1958), 161-164.

% N.M. Korobov, Estimates of trigonometric sums and their applications (Russian). Uspehi
Mat. Nauk 13 1958 no. 4 (82), 185-192.
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prostej krytycznej uzyskat w 1914 roku G.H. Hardy®’, ktéry wykazat®!,
ze takich zer jest nieskoniczenie wiele. Atle Selberg®? udowodnit w 1942
roku, ze dodatnia gestos¢ zer nietrywialnych spetnia Hipoteze Riemanna,
to znaczy, ze

.. No(T)
11Trr_1)g}1f N(T) > 0.
Wynik ten zostat istotnie wzmocniony przez Normana Levinsona® w 1974

roku, natomiast H.M. Bui, Brian Conrey i Matthew Young64 wykazali
w 2011 roku, ze

liminf No(T)

> 0.4105.
T—oo N(T)

Implikuje to, ze ponad 41% nietrywialnych zer funkcji dzeta Rieman-
na lezy na prostej krytycznej. Méwiac obrazowo — aczkolwiek niezbyt
precyzyjnie — Hipoteza Riemanna jest udowodniona w 41 procentach.
W cytowanej powyzej pracy Selberg wykazal réwniez, ze dla dowolnej
funkcji @(f) dazacej do nieskoriczonosci przy + — oo prawie wszystkie
nietrywialne zeta funkcji dzeta leza w obszarze

1o 1, @t
S 2 loglt

2 loglt

(It > 2). 21

Powyzsze stwierdzenie nalezy rozumie¢ w sensie gestosci. Dokladniej,
oznaczajac przez Ni(T) liczbe zer p = B + iy funkcji dzeta Riemanna
w obszarze (21), ktérych czesci urojone spelniaja nieréwnosé |y| < T,
termin ,prawie wszystkie” oznacza, ze

0 Godfrey Harold Hardy (1877-1947) — matematyk angielski.

1 G.H.Hardy, Sur les zéros de la function ((s) de Riemann. C. R. Acad. Sci. Paris 158(1914),
1012-1014.

62 A. Selberg, On the zeros of Riemann’s zeta-function. Skr. Norske Vid. Akad. Oslo L
1942, (1942). no. 10, 59 pp.

63 N. Levinson, More than one third of zeros of Riemann's zeta-function are on o = 1/2,
Advances in Math. 13 (1974), 383-436.

¢ H.M. Bui, B. Conrey, M. Young, More than 41% of the zeros of the zeta function are on
the critical line. Acta Arith. 150(2011), no. 1, 35-64.
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Mozna wiec obrazowo powiedzieé, ze nietrywialne zera, nawet jesli nie
leza dokladnie na prostej krytycznej, to na pewno ,grupuja” sie blisko
niej.

CZY HIPOTEZA RIEMANNA JEST PRAWDZIWA?
ARGUMENTY ,ZA”

ARGUMENT ,ESTETYCZNY”

Przy zatozeniu Hipotezy Riemanna teoria rozmieszczenia liczb pierwszych (i ich
uogdlniert) przybiera najprostszq i zarazem najbardziej eleganckq forme.

Mimo ze trudno uzna¢ ten argument za czysto merytoryczny, to ma on
wéréd matematykéw wielu goracych zwolennikéw. Osobom niebedacym
matematykami czasami trudno jest zrozumie¢ fatwos¢, z jaka ci ostatni
przykfadaja miare estetyczna do teorii matematycznych. Czesto o twier-
dzeniach, formutach czy tez catych teoriach méwia, ze sa ,fadne”, cza-
sami ,,piekne”. Ciekawym zadaniem psychologa nauki byloby zbadanie,
jakie doktadnie odczucia estetyczne kojarza sie matematykom z konkret-
nymi twierdzeniami. Na pewno chodzi tu o dwie podstawowe cechy:
nietrywialnos¢ i prostote. Rzeczy, ktére méwia o czyms$ co$ waznego
i glebokiego w spos6b prosty, jestesmy sktonni uznac za piekne. Z kolei
rozwazania nadmiernie skomplikowane i nieprowadzace do jednoznacz-
nych konkluzji stoja na drugim biegunie tej skali. Zwykle bywa tak, ze od-
powiedzi czesciowe, jakkolwiek czasami wartosciowe, nie oddziatuja na
zmysl estetyczny matematyka wlasnie z tego powodu, ze sa zbyt zawile.
Mamy tu niewatpliwie do czynienia z naturalnym dazeniem do harmo-
nii, ktéra zwykle objawia sie w prostocie. ,Prostote” nalezy tu rozumiec¢
w sposéb subtelny, gdyz nie wyklucza ona glebi. Fakt, ze zakladajac praw-
dziwos¢ Hipotezy Riemanna, mozna w stosunkowo prosty sposéb udo-
wodni¢ wiele waznych twierdzeri dotyczacych liczb pierwszych, czasami
nadajac im forme ostateczna, przemawia do wyobrazni i ma niewatpliwy
walor estetyczny.

ARGUMENT Z GEOMETRII ALGEBRAICZNE]

Odpowiednik Hipotezy Riemanna jest prawdziwy w przypadku funkcji dzeta
rozmaitosci algebraicznych.
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Funkcje dzeta rozwazane w geometrii algebraicznej nie sa bezpo-
$rednim uogodlnieniem funkgji dzeta Riemanna, a wiec przynajmniej na
pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac¢, ze twierdzenia ich dotyczace
nie powinny mie¢ dla nas wiekszego znaczenia. W istocie jest inaczej,
gdyz istnieja zadziwiajace podobienistwa miedzy tymi dwiema teoria-
mi. Niestety skromne ramy niniejszego opracowania nie pozwalaja na
dokfadniejsze oméwienie tych podobienstw. Nawet sama definicja geo-
metrycznej funkcji dzeta jest zbyt techniczna, aby ja tutaj przytoczyc.
Dos¢ powiedzie¢, ze geometria algebraiczna zajmuje sie badaniem obiek-
tow geometrycznych zwanych rozmaitosciami, ktérych szczegdlnymi
przypadkami sa zbiory rozwiazan ukladéw réwnan wielomianowych.
Z rozmaitoéciami pewnego typu (np. dla nieosobliwych krzywych rzu-
towych nad cialami skoriczonymi) mozna skojarzy¢ funkcje zmiennej
zespolonej, zwane funkcjami dzeta rozmaitosci, ktére sa w pewnym sen-
sie podobne do funkgji dzeta Riemanna. R6znia sie jednak od tej ostatniej
w sposéb zasadniczy, na przyklad sa zlozeniami funkcji wykladniczej
i wymiernej, a wiec z punktu widzenia analizy sa obiektami nieskon-
czenie prostszymi od funkci dzeta Riemanna. Sa tez uderzajace po-
dobienistwa. Funkcje te sa zdefiniowane za pomoca szeregu Dirichle-
ta, posiadaja odpowiednik iloczynu Eulera i spelniaja pewne réwna-
nie funkcyjne faczace ich wartosci w punktach s i 1 —s. Mozna wiec
méwié w tym przypadku o prostej krytycznej i pytaé, czy wszystkie
ich zera leza na niej (funkcje te nie posiadaja zer trywialnych). Ina-
czej mowiac, w kontekscie geometrycznych funkgji dzeta mozna w spo-
s6b sensowny sformutowaé analogon Hipotezy Riemanna. Podstawowe
pojecia i hipotezy dotyczace funkcji dzeta ogdlnych rozmaitosci alge-
braicznych pochodza od André Weila® i datuja sie na lata 40. ubiegte-
go wieku. W szczegdlnosci w pracy z 1949 roku sformutowat on czte-
ry stynne hipotezy, nazwane p6zniej Hipotezami Weila, ktére opisywa-
ty hipotetyczne wilasnosci geometrycznych funkcji dzeta, miedzy inny-
mi postulowaly prawdziwoéé analogonu Hipotezy Riemanna®. Prace
nad hipotezami Weila przyczynily sie w znamienity sposéb do rozwo-
ju geometrii algebraicznej i w znacznym stopniu rozwdj ten ukierun-

5 André Weil (1906-1998) — matematyk francuski.
6 Por. A. Weil, Numbers of solutions of equations in finite fields, Bulletin of the AMS,
55(1949), 497-508.
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kowaty®’. Stosunkowo szybko udato sie udowodni¢ trzy sposréd czterech
hipotez Weila, przy czym okazato sie, ze sa one wnioskami z rozwinietej
przez Alexandra Grothendiecka® i jego wspétpracownikéw teorii tak
zwanych kohomologii etalnych (mozliwe sa tez inne podejscia). Naj-
trudniejszy do dowodu okazat sie analogon Hipotezy Riemanna, ale
w koricu i jego prawdziwos¢ zostata udowodniona przez Pierre’a De-
ligne’a w latach 70. ubieglego stulecia®. Dowéd odpowiednika Hipote-
zy Riemanna dla funkcji dzeta rozmaitosci algebraicznych jest uwaza-
ny za jedno z najwiekszych osiagnie¢ matematyki dwudziestego wieku.
Jest tez powszechnie uwazany za najistotniejszy argument teoretyczny
przemawiajacy za prawdziwoscia klasycznej Hipotezy Riemanna.

Warto wspomnieé, ze niektére szczegélne przypadki funkcji dzeta
omawianego wyzej typu byly badane przed pojawieniem sie ich ogélnej
teorii. Na przyktad Helmut Hasse” juz w 1933 roku wykazal odpowied-
nik Hipotezy Riemanna w przypadku tak zwanych krzywych eliptycz-
nych’.

ARGUMENT NUMERYCZNY

Dziesig¢ bilionéw (10'3) poczgtkowych zer lezy na prostej krytycznej i sq one
pojedyncze’.

Juz sam Riemann wyznaczyt numeryczne wartosci kilku poczatko-
wych zer nietrywialnych i stwierdzil, ze leza one na prostej krytycz-
nej. Numeryczne wyznaczanie nietrywialnych zer jest motywowane co

7 Por. J. Dieudonné, On the history of the Weil conjectures. The Mathematical Intelli-
gencer 10(1975), 7-21.

68 Alexander Grothendieck (1928-2014) — matematyk francuski pochodzenia niemiec-
kiego, Medal Fieldsa w 1966 r.

% P. Deligne, La Conjecture de Weil I. Publications Math. IHES 43(1974), 273-308; La
Conjecture de Weil 11, Publications Math. IHES 52(1980), 137-252.

70 Helmut Hasse (1898-1979) —- matematyk niemiecki.

71 Wynik opublikowano w 1936 roku w serii prac H. Hasse, Zur Theorie der abstrakten
elliptischen Funktionenkorper I, II & 111. Crelle’s Journal, 175(1936).

72 Stwierdzenie to, jakkolwiek intuicyjnie jasne, wymaga komentarza ze wzgledu na
uzyty kolokwializm ,zera poczatkowe”. Nalezy je rozumie¢ nastepujaco: jezeli zera
nietrywialne o dodatniej czesci urojonej ustawimy w ciag p, =, + iy, n=1,2,3,...,
przyczym0 <y < yp < y3<..,todlal <n< 1013 mamy f, = 1/2. Termin ,zero
pojedyncze” oznacza zero p, dla ktérego C'(p) # 0.
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najmniej dwiema przestankami. Po pierwsze, znalezienie zera nietry-
wialnego lezacego poza prosta krytyczna rozstrzygneloby (negatywnie)
Hipoteze Riemanna, natomiast stwierdzenie, ze wiele z nich lezy na pro-
stej krytycznej jest waznym argumentem za jej prawdziwoscia. Po dru-
gie, wyznaczanie nietrywialnych zer jest dobrym testem na skutecznos¢
istniejacych algorytmoéw oraz wspoétczesnych komputeréw. Postep w ob-
liczeniach numerycznych zer ilustruja nastepujace dane. W roku 1905
znanych bylo 15 poczatkowych zer funkgji dzeta Riemanna (J.P. Gram).
Polozenie poczatkowego tysiaca zer poznaliSmy w 1956 roku (E.C. Titch-
marsh, A. M. Turing), 250 tys. w 1966 roku (R.S. Lehman), 3,5 mIn w 1968
(J.B. Rosser, ].M. Yohe, L. Schoenfeld), a 1,5 mld w 1986 (J. van de Lu-
ne, H.].J. te Riele, D.T. Winter). W XXI wieku liczby te szybko wzrastaty.
W 2001 roku zlokalizowano 10 mld poczatkowych zer (J. van de Lune).
Obecny rzad wielkosci — 10 bilionéw — osiagnieto w 2004 roku”. Pod-
kreSlmy raz jeszcze, ze w trakcie tych rozleglych eksperymentéw nume-
rycznych nie znaleziono zadnego zera poza prosta krytyczna. Wszystkie
znane w dniu dzisiejszym (2018) nietrywialne zera funkcji dzeta Rieman-
na sa pojedyncze.

Dzisiaj kazdy moze tatwo zweryfikowa¢ przy uzyciu popularnego
komputera obliczenia zery ,przedkomputerowej”. Oto wartosci dziesieciu
nietrywialnych (poczatkowych) zer funkgji dzeta Riemanna obliczonych
z dokfadnoscia do dwudziestu miejsc dziesietnych przy uzyciu pakietu
Mathematica. Czas obliczer to utamek sekundy.

p1= % +114.13472514173469379045 . . .
P2 = % +121.02203963877155499262 . ..
p3 = % +125.01085758014568876321 ... .
Pa = % + 1 30.42487612585951321031 ...
Ps = % + 1 32.93506158773918969066 . . .

73 Zainteresowany Czytelnik znajdzie wiele interesujacych informagji na ten temat
w pracy X. Gourdon, The 10" First Zeros of the Riemann Zeta Function, and Zeros
Computation at Very Large Height. Oct. 24, 2004, dostepnej w Internecie pod adresem
http://numbers.computation.free.fr/Constants/Miscellaneous/zetazeros1lel3-1e24.pdf.
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Pe % + 1 37.58617815882567125721 . ..
p7 % +140.91871901214749518739.. ..
P8 % +143.32707328091499951949 . ...
P9 % +148.00515088116715972794 . ...
P10 = % +149.77383247767230218191 ...

ARGUMENT PROBABILISTYCZNY

Jezeli zachowanie sig liczb pierwszych jest ,losowe”, to Hipoteza Riemanna jest
prawdziwa z prawdopodobieristwerm 1.

Jak widzieliSmy poprzednio, Hipoteza Riemanna jest réwnowazna
temu, ze rzad wzrostu funkgji sumacyjnej funkcji Mobiusa jest niewiele
wiekszy od funkcji pierwiastkowej, por. (17). Wiadomo, ze u(n) przyj-
muje tylko wartosci 0 oraz +1. Dla uproszczenia skoncentrujmy sie na
wartosciach niezerowych. Jezeli liczba naturalna (bezkwadratowa) ma
parzysta liczbe dzielnikéw pierwszych, to p(n) = 1, w przeciwnym wy-
padku u(n) = —1. Rozwazmy ciag kolejnych liczb bezkwadratowych

1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,21,22. ..
i odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji Mobiusa
1,-1,-1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,-1,1,1... (22)

Jezeli zgodzimy sie z pogladem, Ze liczby pierwsze pojawiaja sie w ciagu
liczb naturalnych losowo, to wartosci +1 oraz —1 w ciagu (22) powinny
wystepowac z ta sama czestoscia. Inaczej méwiac, prawdopodobieristwo
zdarzenia, ze losowo wybrany element ciagu (22) ma wartos¢ 1, wynosi
1/2. Zupelnie tak samo jest z wyrazami réwnymi —1.

Mozna wiec wyobrazi¢ sobie nastepujacy model probabilistyczny opi-
sanej sytuacji. Rozpatrujemy nieskoriczony ciag (X,) niezaleznych zmien-
nych losowych, o tym samym rozkiadzie prawdopodobieristwa danym
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wzorem

PX,=1)=PX, =-1)= %
Niech S(N) = },«n Xu. M6wiac obrazowo, opisany model odpowiada
nieskoficzonemu ciagowi rzutéw symetryczna moneta. Jezeli w n-tym
rzucie pojawi sie orzel, to wygrywamy ztotowke, jesli pojawi sie reszka —
ztotoéwke placimy. Wartoé¢ S(N) to bilans naszego konta po N rzutach.
Zachodzi nastepujace twierdzenie znane z rachunku prawdopodo-
bieristwa”.

TWIERDZENIE: Dla dowolnej liczby dodatniej & oszacowanie: |S(N)| < N/2+¢
zachodzi z prawdopodobieristwem dgzgcym do 1 przy N dgzgcym do nieskoriczo-
nosci.

Jezeli wiec liczby pierwsze sa ,naprawde” rozmieszczone losowo
i w zwiazku z tym ciag (22) jest typowym ciagiem skladajacym sie z £1,
to wzor (17) — a wraz z nim Hipoteza Riemanna — sa prawdziwe z praw-
dopodobieristwem 1.

ARGUMENT ,INDUKCY]JNY”

Wszystkie przewidywania oparte na zatozeniu, Ze Hipoteza Riemanna jest praw-
dziwa, o ile zostaly rozstrzygnigte, okazaly sie prawdziwe.

Istnieje wiele przyktadow ilustrujacych opisane zjawisko. Dla przykta-
du oméwimy blizej dwa z nich: Hipoteze Goldbacha oraz opracowanie
deterministycznego testu pierwszosci dziatajacego w czasie wielomiano-
wym.

Hipoteza Goldbacha” to jedno z najbardziej znanych zagadnieri teorii
liczb, ktére w pelnej ogdlnosci w dniu dzisiejszym (2018) nadal pozostaje
otwarte. Niemniej jednak udato sie niedawno rozstrzygna¢ jego waz-
ny przypadek, a mianowicie tak zwana staba Hipoteze Goldbacha, przy

74 Jest to prosty wniosek z tak zwanego Centralnego Twierdzenia Granicznego, ktére
mozna znalez¢ w kazdym dobrym podreczniku rachunku prawdopodobieristwa, por.
np. W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobieristwa. T. 1, rozdzial X, PWN, Warszawa
2017.

75 Christian Goldbach (1690-1764) — matematyk pruski.
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czym najpierw uczyniono istotny postep przy zatozeniu (uogélnionej) Hi-
potezy Riemanna, a nastepnie pozbyto sie tego zalozenia. Hipoteze sfor-
mutowat Goldbach w 1742 roku w liscie do Eulera. Wspélczesnie przez
Hipoteze Golbacha rozumie sie nastepujace stwierdzenie: kazda parzysta
liczba naturalna wieksza od 2 jest suma dwéch liczb pierwszych. Zauwaz-
my, ze wynika stad natychmiast, ze kazda liczba naturalna wieksza od
3 jest suma co najwyzej trzech liczb pierwszych. Natomiast przez staba
Hipoteze Goldbacha rozumie sie stwierdzenie, ze kazda nieparzysta licz-
ba naturalna wieksza od 5 moze by¢ przedstawiona jako suma trzech
liczb pierwszych.

G.H.Hardyi].E. Littlewood, zaktadajac prawdziwo$¢ uogdlnionej Hi-
potezy Riemanna (dla funkgji L Dirichleta), wykazali’®, iz istnieje stata C
taka, ze wszystkie nieparzyste liczby naturalne n > C sa sumami trzech
liczb pierwszych. A zatem udowodnili, ze jezeli prawdziwa jest uogol-
niona Hipoteza Riemanna, to prawdziwa jest réwniez staba Hipoteza
Goldbacha dla wszystkich nieparzystych n z wyjatkiem co najwyzej skon-
czonej liczby przypadkéw. Byl to w tamtych czasach wynik sensacyjny,
gdyz do tej pory uwazano, ze matematyka nie wypracowata jeszcze srod-
kow niezbednych do zaatakowania tak subtelnego zagadnienia”. Wynik
Hardy’egoi Littlewooda uznano za bardzo silny argument na rzecz praw-
dziwosci Hipotezy Goldbacha i niewatpliwie przyczynit sie on do inten-
syfikacji badant w tym kierunku. Przelom nastapil w 1937 roku, kiedy to
LM. Winogradow udowodnit twierdzenie Hardy’ego-Littlewooda bez za-
ktadania Hipotezy Riemanna’®. Stata C w twierdzeniu Winogradowa byta
bardzo duza (oszacowano jej warto$é na ¢>°1°). Oszacowanie tej stalej by-
o przedmiotem badan wielu matematykéw, jednak jej wartosé byla zbyt
wielka, aby mozna bylo zweryfikowaé numerycznie pozostate przypadki.
Ostatecznie w 2014 roku Harald Helfgott” wykazat, ze C < 10%, co po-

76 G.H. Hardy and J.E. Littlewood, Some problems of ‘Partitio numerorum’; III: On the
expression of a number as a sum of primes. Acta Math., 44(1)(1923), 1-70.

77" Znany niemiecki teoretyk liczb Edmund Landau (1877-1938) w 1912 roku okre-
slit Hipoteze Goldbacha przymiotnikiem ,unangreifbar”, por. E. Landau, Geldste und
ungeldste Probleme aus der Theorie der Primzahlverteilung und der Riemannschen Zetafunk-
tion. Proceedings of the fifth International Congress of Mathematicians, volume 1,
93-108. Cambridge, 1912.

78 LM. Vinogradov, Representation of an odd number as a sum of three primes. Dokl. Akad.
Nauk. SSR, 15(1937), 291-294.

7 H. A. Helfgott, The ternary Goldbach conjecture is true. arXiv:1312.7748v2 [math.NT].
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zwolito na dokoriczenie rozumowania przy pomocy komputera® i w re-
zultacie doprowadzito do pelnego dowodu stabej Hipotezy Goldbacha.
Inny przyktad zagadnienia, ktére najpierw zostalo rozwiazane przy
zatozeniu Hipotezy Riemanna, a nastepnie bezwarunkowo, nalezy do
teorii algorytméw. W wielu zagadnieniach praktycznych, na przykiad
w kryptologii, potrzebne jest szybkie znajdowanie , duzych” liczb pierw-
szych, lub tez stwierdzenie, czy dana liczba naturalna jest pierwsza. Dla
matych liczb jest to zagadnienie proste. Na przyklad, aby rozstrzygnac,
czy liczba 2017 jest pierwsza, wystarczy wykona¢ dzielenie z reszta tej-
ze liczby przez wszystkie liczby naturalne od niej mniejsze i przekonaé
sie, czy wérdd nich jest taka, ktéra dzieli 2017 bez reszty. Nie nastrecza
to wiekszych trudnosci, gdyz wystarczy wykona¢ w tym celu zaledwie
22 dzielenia przez liczby nieparzyste nieprzekraczajace 43 (dlaczego?).
Oczywiscie metode mozna zastosowac do dowolnej liczby naturalnej. Od
razu tez wida¢, ze taki naiwny spos6b postepowania mozna udoskonalié
na wiele sposobdéw, ale w istocie nie prowadzi to do naprawde dobrych
rezultatéw. Na przyklad trudno w ten sposéb stwierdzi¢, czy liczba

226474634626627

jest, czy tez nie jest pierwsza. Prosze sie o tym przekona¢ samemu.
Prawdopodobnie po wykonaniu pewnej liczby préb, na przyktad z uzy-
ciem kalkulatora, Czytelnik da za wygrana, bowiem najmniejszy dzielnik
wiekszy od 1 naszej liczby to 14624611. Do badania pierwszosci liczb
naturalnych opracowano znacznie lepsze metody (algorytmy), oparte na
zaawansowanych wynikach teorii liczb. Istotna jest ich ztozonos¢ ob-
liczeniowa, decydujaca o predkosci dziatania. Teoretycznie najszybsze
sa algorytmy dzialajace w czasie wielomianowym. Nie wnikajac w nie-
co techniczna definicje tego pojecia, bedziemy uzywac okreslenia ,,algo-
rytm dzialajacy w czasie wielomianowym” jako synonimu stwierdzenia
,algorytm dziatajacy szybko”. Na marginesie odnotujmy, ze algorytm
testowania pierwszosci polegajacy na kolejnym dzieleniu przez liczby
mniejsze ma tak zwana wykladnicza ztozonos¢ obliczeniowa, a wiec pod
wzgledem zlozonosci stanowi przeciwienstwo algorytmu dzialajacego
w czasie wielomianowym i dlatego nie nadaje sie do uzycia w przy-
padku ,duzych” liczb naturalnych. Sa jeszcze inne, poza zloZzonoscia

80 Por. H.A. Helfgott, David J. Platt, Numerical verification of the ternary Goldbach con-
jecture up to 8.875 - 10%0. Exp. Math. 22(2013), no. 4, 406-409.
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obliczeniowa, kryteria, wedlug ktérych mozemy klasyfikowac algorytmy.
Dla przykladu klase wszystkich algorytméw dzielimy na algorytmy de-
terministyczne i probabilistyczne. Algorytmy pierwszej z wymienionych
kategorii udzielaja odpowiedzi pewnych (lub tez nie udzielaja odpowie-
dzi w ogoble), natomiast algorytmy probabilistyczne udzielaja odpowiedzi
poprawnych z pewnym ustalonym prawdopodobiefistwem (zwykle bar-
dzo bliskim 1). W wielu zastosowaniach praktycznych to nam w zupeino-
$ci wystarcza, gdyz ryzyko popelnienia btedu mniejsze, powiedzmy od
jednej milionowej, jest w wielu przypadkach akceptowalne. Algorytmy
probabilistyczne maja te przewage nad algorytmami deterministycznymi,
ze dziataja zwykle znacznie szybciej. Z tych uwag wida¢, ze w pewnym
sensie najdoskonalsza klasa algorytméw sa algorytmy deterministyczne
dzialajace w czasie wielomianowym. Przez dtugi czas byto zagadnieniem
otwartym, czy istnieja algorytmy tego typu rozwiazujace zagadnienie te-
stowania pierwszosci liczb naturalnych. Istotna przestanka wskazujaca,
ze tak jest w istocie, byto skonstruowanie tak zwanego testu Millera®!. Nie
wnikajac w szczeg6ly, jest to deterministyczny test pierwszosci, o ktérym
udowodniono, ze dziala w czasie wielomianowym przy zatozeniu Hi-
potezy Riemanna dla funkcji dzeta Dedekinda ciat kwadratowych. Praca
Millera ukazata sie w roku 1975. Jako ciekawostke warto zaznaczy¢, ze nie-
mal dziesie¢ lat wczesdniej ten sam algorytm zostat zaproponowany przez
matematyka radzieckiego M.M. Artjuhova i mimo ze opublikowano go
w Acta Arithmetica® w 1967 roku, zostat on niemal niezauwazony. Fakt,
iz przy zalozeniu uogolnionej Hipotezy Riemanna mozna skonstruowaé
deterministyczny test pierwszosci dzialajacy w czasie wielomianowym,
wzbudzit nadzieje na to, ze mozna tej jakosci algorytm zbudowaé bez
zakladania zadnych nieudowodnionych hipotez. Stato sie to dopiero w
2002 roku, gdy — ku zaskoczeniu wielu specjalistow — zrobita to tréjka
matematykéw hinduskich Manindra Agrawal, Neeraj Kayal oraz Nitin
Saxena®. Na ich cze$¢ test ten zwany jest testem pierwszosci AKS.

81 Gary L. Miller, Riemann’s hypothesis and tests for primality. Seventh Annual ACM
Symposium on Theory of Computing (Albuquerque, N.M., 1975), pp. 234-239. Assoc.
Comput. Mach., New York, 1975.

82 M.M. Artjuhov, Certain criteria for primality of numbers connected with the little Fermat
theorem (Russian). Acta Arith. 12(1967), 355-364.

8 Praca ukazata sie drukiem dwa lata p6zniej, por. Manindra Agrawal, Neeraj Kayal,
Nitin Saxena, PRIMES is in P. Annals of Mathematics. 160(2)(2004), 781-793.
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CZY HIPOTEZA RIEMANNA JEST PRAWDZIWA?
ARGUMENTY , PRZECIW”

ARGUMENT ,ANTYGEOMETRYCZNY”

Mozliwa jest do pomyslenia sytuacja, w ktérej Hipoteza Riemanna jest prawdziwa
w przypadku ,,geometrycznych” funkcji dzeta i jednoczesnie fatszywa dla C(s)
(lub innych klasycznych funkcji L).

(Lokalne) funkcje dzeta rozwazane w geometrii algebraicznej bardzo
réznia sie od funkcji L w teorii liczb. Np. sa one funkcjami wymierny-
mi p~°. Dlatego mozna mie¢ watpliwosci, czy rzeczywiscie twierdzenie
Deligne’a (dowé6d Hipotezy Riemanna dla tych funkcji) jest dostateczna
podstawa do optymizmu. Wiasciwym odpowiednikiem klasycznych funk-
gi L, a w szczegdlnosci funkgji dzeta Riemanna, sa tak zwane globalne
funkcje dzeta rozmaitosci algebraicznych bedace nieskoficzonymi iloczy-
nami ,interesujacych” czesci funkgji lokalnych. Jednak o nich w ogélnosci
niewiele wiadomo. Samo udowodnienie dla nich istnienia przediuzenia
analitycznego jest osobnym i niebanalnym wyzwaniem. Stwierdzenie te-
go faktu w bardzo szczegélnym przypadku funkcji L wymiernych krzy-
wych eliptycznych poprzez ukazanie ich zwiazku z funkcjami L form
modularnych ma donioste konsekwencje w teorii réwnan diofantycz-
nych, w szczeg6lnosci pociaga za soba prawdziwos¢ stynnego Wielkiego
Twierdzenia Fermata®.

ARGUMENT SCEPTYKA TECHNIKI OBLICZENIOWE]

Obliczenia numeryczne mogq posiadac¢ zbyt maty zakres, aby by¢ miarodajnymi.
Wzorowi (14) mozna nada¢ nastepujaca bardziej precyzyjna postaé

T T 7
N(T) = £10g2—ne + g + S(T),

gdzie

S(T) = %argC(% +it)+0(%),

8 A. Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem. Annals of Mathematics.
141(3)(1995), 443-551.
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przy czym arg (3 + it) oznacza odpowiednio zdefiniowana gataz argu-
mentu funkcji dzeta Riemanna (dokladna definicje, ze wzgledu na jej
techniczny charakter, pomijam). Atle Selberg udowodnit®® w 1944 roku,
ze dla dowolnej liczby naturalnej k, przy T dazacym do nieskoriczonosci,
mamy

T
(2k)!
fo ISt dt ~ k!(zn)ZkT(loglogT)k.

Wynika stad, ze S(T) przyjmuje wartosci rzedu

Vloglog T
g 108

dla nieskoriczenie wielu liczb rzeczywistych T — oo. W szczegélno-
Sci funkcja ta jest nieograniczona. Problem polega na tym, ze funkcja
vloglog T ro$nie niezwykle wolno i w zakresie objetym obliczeniami jest
ona praktycznie stata:

VioglogT <3 dla T <10%Y

oraz

VioglogT <100 dla T <10,

Nic wiec dziwnego, ze |S(T)] < 1 dla T < 280 oraz |S(T)| < 2dla T <
6800000. Nie jest znana zadna wartos¢ T, dla ktorej |S(T)| > 3.

Powyzsze fakty daja podstawe do spekulacji na temat wartosci obli-
czeni numerycznych przy weryfikacji prawdziwosci Hipotezy Riemanna.
Sceptyk moze tutaj argumentowag, ze tylko ich ,,skromny” zakres powo-
duje, iznie mozemy znalez¢ zadnego zera lezacego poza prosta krytyczna.
To, co sie dzieje ,naprawde”, ukryte jest w zakresie, gdzie funkcja S(T)
wykonuje oscylacje o duzej amplitudzie, a wiec tam, gdzie nasza wspot-
czesna technika obliczeniowa jest bezradna.

ARGUMENT ADMIRATORA MATEMATYKOW

Dlaczego mimo wysitku kilku pokolesi matematykéw, w tym wielu bardzo wybit-
nych, osiggniete rezultaty sq bardziej niz skromne?

8 A. Selberg, On the remainder in the formula for N(T), the number of zeros of C(s) in the
strip 0 <t < T, Avh. Norske Vid. Akad. Oslo. I. 1944, (1944). no. 1, 27 pp.
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Na przyktad znane obszary wolne od zer zbiegaja do prostej ¢ = 1,
anie, jak przewiduje Hipoteza, do prostej krytycznej. By¢ moze nie jest to
wynikiem stabosci opracowanych metod, lecz odbiciem rzeczywistosci,
ktora jest bardziej skomplikowana, niz nam sie to wydaje...

JAK MOZNA UDOWODNIC HIPOTEZE RIEMANNA?

Tego oczywiécie nikt nie wie. Hipoteza jest caly czas atakowana przy
uzyciu rozmaitych metod. Co roku pojawia sie wiele manuskryptéw, kto-
rych autorzy twierdza, ze znalezli dowdd. Zwykle btad w rozumowa-
niu jest wykrywany, zanim praca zostanie przestana do redakgji jakiego$
powaznego czasopisma naukowego. Wiele z tych opracowan nie przed-
stawia zadnej wartosci poznawczej, zdarzaja sie takie, ktére zawieraja
nietrywialna mysl. Wiele warunkéw réownowaznych Hipotezie ma swoja
geneze w nieudanej prébie dowodu. Jedna z najbardziej znanych historii
tego typu jest zwiazana z T. J. Stieltjesem®, ktéry w 1885 roku w liscie
do Ch. Hermite’a® twierdzil, ze potrafi dowies¢, iz dla pewnej statej do-
datniej ¢y oraz dla wszystkich liczb x > 1 prawdziwa jest nastepujaca
nieréwnos¢

<o Vx, (23)

Z p(n)

n<x

gdzie p(n) oznacza funkcje Mobiusa. Z tego stwierdzenia wynika na-
tychmiast prawdziwo$¢ Hipotezy Riemanna. Niestety Stieltjes nigdy nie
opublikowat swojego dowodu i jest bardzo prawdopodobne, ze znalazt
w nim btad. Warto doda¢, ze jego twierdzenie do dnia dzisiejszego nie zo-
stalo udowodnione i przypuszcza sie, ze jest falszywe. Niemniej jednak w
probie Stieltjesa byla zawarta pewna ciekawa idea, a mianowicie zwiazek
Hipotezy z funkcja Mobiusa. Zwiazek ten w sposéb Scisty zostat przez
nas opisany w cze$ci omawiajacej warunki rownowazne z Hipoteza Rie-
manna, por. wzor (17). Dodajmy na marginesie, ze tak zwana Hipoteza

8 Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894) — matematyk holenderski.
87 Charles Hermite (1822-1901) — matematyk francuski.
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Mertensa®®, postulujaca, ze we wzorze (23) mozna przyjac ¢y = 1 okazata
sie nieprawdziwa®.

Pytajac o to, jak mozna udowodni¢ Hipoteze Riemanna, mozna mie¢
na mysli wskazanie jakiej$ ogélnej idei lub kierunku badan, ktére moga
doprowadzi¢ do rozstrzygniecia. Wydaje sie, ze najbardziej obiecujace sa
w chwili obecnej dwa podejscia.

Pierwsze z nich jest doé¢ oczywiste. Skoro najbardziej spektakularny
sukces odnotowano w odniesieniu do hipotez Weila, to narzucajaca sie
idea jest proba uogdlnienia dowodu Deligne’a. Od razu jednak pojawiaja
sie trudnoéci. Dowo6d odpowiednika Hipotezy Riemanna dla funkcji dze-
ta rozmaitosci algebraicznych nad cialami skoriczonymi opierat sie na
$rodkach typowych dla geometrii, takich jak na przykiad kohomologie
etalne. Aby przenie$¢ dowdd na przypadek funkgji dzeta Riemanna, na-
lezatoby zbudowaé odpowiednik wspomnianej teorii kohomologii dla
charakterystyki zero. Mimo podejmowanych préb w tym kierunku, nie
udato sie tego dokonac.

Drugim podejsciem jest pomyst pochodzacy od D. Hilberta® i G. P6-
lyi, polegajacy na tym, aby skonstruowac operator hermitowski dziatajacy
na przestrzeni Hilberta, ktérego wartosciami wiasnymi sa liczby i(p — 1),
gdzie p przebiega zbiér nietrywialnych zer funkcji dzeta Riemanna.
Z ogolnej teorii takich operatoréw wiadomo, ze ich wartosci wilasne sa
liczbami rzeczywistymi. Zatem, gdyby program Hilberta-Pélyi zostat zre-
alizowany, oznaczaloby to, ze zera nietrywialne leza na prostej krytycz-
nej, a wiec, ze Hipoteza Riemanna jest prawdziwa. Mimo wielu préb do
dnia dzisiejszego nie udato sie takiego operatora skonstruowac. Niemniej
jednak prace w tym kierunku doprowadzily do znalezienia glebokich
zwiazkéw miedzy teoria funkcji dzeta a teoria macierzy losowych. Od-
kryto bowiem, ze czesci urojone zer zachowuja sie podobnie, jak war-
tosci wlasne duzych macierzy losowych. Tematyka ta ma swoje Zrédio
w pracy matematyka amerykanskiego H.L. Montgomery’ego, ktéry na
poczatku lat 70. ubiegltego stulecia badat statystyczny rozktad wartosci
odlegltosci miedzy kolejnymi zerami nietrywialnymi funkcji dzeta Rie-

8 Franciszek (Franz) Mertens (1840-1927) — matematyk polsko-austriacki, profesor

Uniwersytetu Jagielloriskiego.

8 AM. Odlyzko, H.J.J. te Riele, Disproof of the Mertens conjecture. Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, 357(1985), 138-160.

%0 David Hilbert (1862-1943) — matematyk niemiecki.
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manna i w oparciu o swoje czysto teoretyczne badania doszed! do wnio-
sku, ze podlegaja one Scistym prawom, ktére — jak sie¢ wkrétce okazato
— sa tozsame z prawami rozkladu wartosci wlasnych duzych macierzy
losowych. Te ostatnie byly (i nadal sa) badane przez fizykéw atomowych.
Ten dos¢ nieoczekiwany zwiazek teorii liczb z fizyka matematyczna za-
owocowal rozwojem zupelnie nowego kierunku badarn, wspélnego dla
dwéch pozornie bardzo odlegtych dziedzin.

CZY SWIAT BYEBY GORSZY,
GDYBY HIPOTEZA RIEMANNA BYLA FALSZYWA?

Mysle, ze cierpliwy Czytelnik, jesli dotart do tego miejsca niniejszego
eseju, ma juz wyrobiona wiasna opinie. Zdecydowana wiekszo$¢ wspot-
czesnych matematykoéw jest przekonana o prawdziwosci Hipotezy Rie-
manna. Warto jednak zaznaczy¢, ze wsréd wybitnych matematykéw byli
i tacy, ktérzy mieli inna opinie. W srodowisku teoretykéw liczb najczesciej
wymienia sie przy tej okazji dwa nazwiska: P. Turan®! i J.E. Littlewood.
Obaj byli wybitnymi znawcami problematyki, a zatem trudno ich opinie
ignorowa¢. Z drugiej strony w ostatnich dziesiecioleciach przybylo wiecej
argumentéw ,za” niz , przeciw”. Ponizej przytaczam opinie czterech zna-
nych, wspotczesnych teoretykéw liczb. Znamienne jest to, Ze wszystkie
wypowiedzi zdaja sie odnosi¢ do argumentu estetycznego, jak wida¢
szczegOlnie bliskiego matematykom. Zawieraja one w pewnym sensie
twierdzaca odpowiedz na pytanie zawarte w tytule tego eseju.

Enrico Bombieri®?: , The failure of the Riemann hypothesis would create havoc
in the distribution of prime numbers. This fact alone singles out the Riemann
hypothesis as the main open question of prime number theory.”

91 P4l Turan (1910-1976) — matematyk wegierski.

2 E. Bombieri, Problems of the Millenium: the Riemann Hypothesis. Clay Institute, Ofi-
cial problem description, http://www.claymath.org/millennium-problems/riemann-
hypothesis

% Bledno$¢ Hipotezy Riemanna spowodowalaby spustoszenie w rozkladzie liczb
pierwszych. Juz sam ten fakt wyréznia Hipoteze Riemanna jako gtéwne zagadnienie
otwarte teorii liczb pierwszych.
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Peter Sarnak”: If [the Riemann Hypothesis is] not true, then the world is a very
different place. The whole structure of integers and prime numbers would be very
different to what we could imagine. In a way, it would be more interesting if it were
false, but it would be a disaster because we've built so much round assuming its
truth.”?

Steve Gonek: , If there are lots of zeros off the line —and there might be — the whole
picture is just horrible, horrible, very ugly. It’s an Occam’s razor sort of thing, you
either have absolutely beautiful behaviour of prime numbers, they behave just like
you want them to behave, or else it’s really bad.”®

Henryk Iwaniec: , Mother Nature has such beautiful harmonies, so you couldn’t
say that something like [the Riemann Hypothesis] is false.””

9 Ten cytat, jak i dwa nastepne, pochodzi z ksiazki K. Sabbagh, Dr. Riemann’s zeros.
Atlantic Books, 2002.

% Gdyby [Hipoteza Riemanna] nie byta prawdziwa, to $wiat bylby zupelnie inny.
Cata struktura liczb naturalnych i liczb pierwszych bytaby bardzo rézna od tego, co
mozemy sobie wyobrazi¢. W pewnym sensie byloby to bardziej interesujace, ale bytoby
to katastrofa, gdyz tak wiele zbudowaliSmy na zatozeniu, ze [Hipoteza Riemanna] jest
prawdziwa.

% Jezeli jest wiele zer poza prosta [krytyczna] — a moze tak by¢ - to caly obraz jest
straszny i bardzo brzydki. Jest to kwestia brzytwy Okhama, albo mamy bezwzglednie
piekne zachowanie sie liczb pierwszych, zgodne z naszymi oczekiwaniami, albo jest
bardzo Zle.

% Matka Natura posiada tak piekna harmonie, ze nie mozna twierdzi¢, aby cos ta-
kiego, jak Hipoteza Riemanna, byto nieprawda.
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CZY FIZYK UDOWODNI
HIPOTEZE RIEMANNA?

MAREK WOLF

Wydziat Matematyczno-Przyrodniczy. Szkota Nauk Scistych
Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszyriskiego w Warszawie

Miedzy duchem a materig posredniczy matematyka.
Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972)

Bernard G.F. Riemann zyt niecate 40 lat (1826-1866). Jednak w ciagu
krotkiego zycia dokonat tak wielu odkry¢, ze jest uwazany za jedne-
go z najwiekszych matematykow. Jego nazwisko wystepuje w wielu
réznych dziedzinach matematyki, wspomnimy tutaj geometrie Rieman-
na, réwnania Cauchy’ego — Riemanna i powierzchnie Riemanna w teo-
rii funkcji zmiennej zespolonej, catke Riemanna i twierdzenie o szere-
gach warunkowo zbieznych w analizie matematycznej, tensor Riemanna
w geometrii r6zniczkowej. Jednak najbardziej jest znany ze sformuto-
wania w swojej jedynej pracy z teorii liczb przypuszczenia obecnie nazy-
wanego Hipoteza Riemanna (w dalszej czesci bedziemy uzywa¢ skrétu
HR). Duze znaczenie HR wynika stad, ze zapewne kilka tysiecy twier-
dzen zaczyna sie od stow: ,Zal6zmy prawdziwos¢ Hipotezy Riemanna,
wtedy ...”

W roku 1900 podczas Kongresu Matematycznego w Paryzu D. Hilbert
oglosit liste 23 probleméw do rozwiazania przez matematykow w XX
wieku. Problem VIII sktadat sie z dwoch czesci: Hipotezy Goldbacha
i Hipotezy Riemanna. W roku 2000 HR pojawita sie na liscie 7 probleméw
Clay Mathematics Institute na trzecie tysiaclecie, tym razem z obiecana
nagroda miliona dolaréw amerykariskich za jej rozstrzygniecie.
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Od czas6w Euklidesa (okoto 330 p.n.e.) wiadomo, ze istnieje nieskon-
czenie wiele liczb pierwszych 2,3,5,7,11, ..., py, ... Dowéd zamieszczony
w Elementach byl nie wprost. Pierwszy dowdd wprost podat L. Euler oko-
fo roku 1740, wykazujac, ze suma harmoniczna po liczbach pierwszych
P jest rozbiezna:

1
— ~ loglog(x).
Y, &gt

pa<x FT

Naturalne jest pytanie o to, ile jest liczb pierwszych wsrdd liczb natural-
nych mniejszych niz x. Tradycyjnie funkcje odpowiadajaca na to pytanie
oznacza sie przez n(x), tzn. n(x) = #{p liczba pierwszaip < x}. Okazuje
sie, ze tak nieregularna funkcja moze by¢ przyblizona przez proste wyra-
zenie analityczne: Carl Friedrich Gauss jako nastolatek odkryl, ze trend
wzrostu 71(x) opisany jest przez logarytm catkowy Li(x):

71(x) ~ Li(x) := f2 10‘:(‘”). 1)

Symbol f(x) ~ g(x) oznacza tutaj lim,_,. f(x)/g(x) = 1.
Droge prowadzaca do dowodu (1) wskazat Bernard Riemann w pracy
[1]. Punktem wyjScia byt wzér otrzymany przez Eulera:

(s)—Z H1——’ s=o+1t, R[s]=0>1. @)

Po prawej stronie (2) iloczyn przebiega po wszystkich liczbach pierw-
szychp =2,3,5,... Osobliwos¢ w iloczynie dla p = 1 jest jednym z powo-
dow, dla ktérych pierwsza liczba pierwsza jest 2, a nie 1, ktéra — zgodnie
z aktualna konwencja — nie jest ani liczba pierwsza, ani zlozona. W rze-
czywistosci Euler rozwazat powyzszy wzor dla naturalnych argumentéw
k > 2 (dla k = 1 mamy rozbiezny szereg harmoniczny): (k) = Y;2; &,
a Riemann rozszerzyl dziedzine tej funkcji na cata ptaszczyzne zespolona
s=c+1itbezs=10=-1,w dalszej czesci gwiazdka bedzie oznacza¢
sprzezenie zespolone (a + 1b)* = a —1b, a,b sa rzeczywiste). Dla s na lewo
od linii R[s] = 1 Riemann okreslit dzete przez przedtuzenie analityczne

M=) [ (-2 dx
21 Jooo -1 x7

Cs) = ®)
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gdzie J:r :0 oznacza calke po ponizszym konturze

N
=

Wystepujaca w (3) funkcja gamma I'(z) ma wiele reprezentacji, np. w po-
staci iloczynu Weierstrassa:

I(z) = ejz ﬁ (1 + %)_1 - )

k=1

Z tej definicji wida¢, ze I'(z) jest zdefiniowana dla wszystkich liczb ze-
spolonych z z pominieciem z = 0,-1,-2,...,-n,..., gdzie I' ma biegu-
ny proste. Najpopularniejsza definicja funkc]l gamma za pomoca catki
I'(z) = fo e~'#*71dt jest stuszna tylko dla R[z] > 0. Obecnie znanych jest
kilkadziesiat innych przedstawien funkgji C(s), praca [2] zawiera przeglad
reprezentacji catkowych dla ((s). Riemann wykazat dalej, ze ((s) spetnia
réownanie funkcyjne:

n—%r( )C(s)—n_TF( )5(1—5) dlaseC\{0,1]. (5

Powyzsza posta¢ réwnania funkcyjnego jest jawnie symetryczna wzgle-

dem linii prostej R(s) = 1/2: zamiana s — % + 5 po obu stronach (5)

pokazuje, ze kombinagja funkgji 72T (%) C(s) przyjmuje te sama wartos$é
1

w punktach 1 + s oraz 3 —s.

W pracy [1] Riemann w heurystyczny sposéb wyprowadzit doktadny

wzOr na 7t(x):
N
n(x) = Z @ [Li(xl/”) - Z Li(xp/”)] . 6)
n=1 P

We wzorze powyzej N jest taka liczba naturalna, ze x!'/N > 2 > x!/(N+1),
a u(n) oznacza funkcje Mobiusa:
1 dla n=1
gdy n jest podzielne przez kwadrat liczby
pierwszej p: p?n
(-1)" gdy n=pip2...ps

un) = (7)
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Sumowanie w (6) po p oznacza sumowanie po rozwiazaniach réw-
nania ((p) = 0, czyli po zerach dzety. Riemann udowodnit, ze ((s) ma
trywialne zera ((—2n) = 0 i mozna wykaza¢, ze ich wklad do (6) jest za-
niedbywalny. Z kolei nietrywialne zera p, moga istnie¢ tylko wewnatrz
pasa krytycznego 0 < RK(s) < 1, gdyz dla R(s) > 1 zaden czynnik iloczynu
po p w (2) nie znika. Riemann zaltozyl, ze te wszystkie nietrywialne ze-
ra p, (byl przekonany, ze jest ich nieskoriczenie wiele, por. ponizej wzoér
(9) na liczbe zer N(T)) leza na prostej krytycznej doktadnie posrodku pasa
krytycznego, tzn. maja czes$¢ rzeczywista réwna %:

Hipoteza Riemanna: p, = 3 +1y,. 8)

Z symetrii rownania funkcyjnego (5) wzgledem linii prostej R(s) = 1/2
oraz symetrii wzgledem sprzezenia zespolonego ((s*) = (C(s))* wynika,
ze jezeli p, = Bn + iy, jest zerem, to p;y = B, —iynil — pu, 1 — p} sa takze
zerami.

Roéwnoséc (6) jest niezwyklia: pomiedzy liczbami pierwszymi wykre-
sem 71(x) jest poziomy odcinek, wiec suma po wszystkich zerach musi
da¢ w sumie z rosnacym trendem YV, %Li(xl/ ") funkcje odcinkami
stala, ktéra bedzie skakac o jeden przy przejSciu argumentu x przez kolej-
ne liczby pierwsze, ilustruje to wykres na rys. 1. Sciéle rzecz biorac, szereg
w (6) daje lim,_, o {7t(x — €) + 71(x + €)}, wiec dla x bedacego liczba pierwsza
warto$¢ otrzymana z szeregu po prawej stronie (6) lezy w potowie piono-
wego stopnia miedzy poziomymi odcinkami o rzednych bedacych kolej-
nymi liczbami naturalnymi, zob. rys. 1(b). Wzér (6) nie zostat dotychczas
udowodniony, zreszta szereg w (6) nie moze by¢ absolutnie zbiezny, gdyz
wtedy nieskoriczona suma ciaglych sktadnikéw bylaby funkcja ciagta.

W roku 1896 J.S. Hadamard (1865 — 1963) and Ch.]. de la Vallée Poussin
(1866-1962) niezaleznie wykazali, ze ((s) nie ma zer na linii 1 + it, czyli
[xP| < x. Zatem z (6) wynika, Zze suma po zerach nietrywialnych bedzie
zawiera¢ skfadnik x w potedze mniejszej niz 1, wiec dominujacy wkiad
bedzie pochodzi¢ z pierwszego wyrazu w (6) u(1)Li(x) = logﬁ'

Na poczatku lat trzydziestych ubieglego wieku Carl L. Siegel uzyskat
dostep do zachowanej spuscizny (,,Nachlass”) po Riemannie przechowy-
wanej w bibliotece Uniwersytetu w Getyndze i przez blisko dwa lata pra-
cowicie i z uporem studiowat, zapisane trudno czytelnym charakterem
pisma, jego notatki. Okazato sie, Ze Riemann znalazt przyblizone warto-
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$ci kilku najnizszych nietrywialnych zer dzety i stwierdzit, ze wszystkie
one maja czeé¢ rzeczywista réwna % W tabeli 1 prezentujemy przyblizo-
ne wartosci 10 pierwszych miejsc zerowych dzety w pasie krytycznym.
W roku 1903 J.P. Gram [3] wyliczyl pierwszych 15 zer ((s); w czerwcu
1950 roku Allan Turing wykorzystat komputer Mark 1 na Uniwersytecie
w Manchester do wyliczenia 1104 zer. Ciekawostka jest to, ze Turing nie
wierzyl w prawdziwos¢ HR i przeprowadzit obliczenia ,,... w nadziei, ze
bedzie mozna znaleZ¢ zera poza linia krytyczna”, zob. [4, str. 99]. Dziesie¢
lat temu S. Wedeniwski (2005) kierowat internetowym projektem zetagrid
[5], w ramach ktérego w ciagu czterech lat stwierdzono, ze 10! zer jest
na linii krytycznej, tzn. na linii 1 + 1t az do t < 29,538, 618,432.236.

30
(@)
251

20

15—

10

10 4 —_,_,,f‘

T T T

302 306 31 314

O T I T I T I T I T I T | T | T | T | T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X

1. Poréwnanie wykresu 7(x) i prawej strony (6) z suma po 50 i 500 nietrywialnych zerach ((s).
Dla x bedacych liczbami pierwszymi wyraznie wida¢, ze niebieska linia przecina pionowe
stopnie ,schodéw” wykresu 7(x) w przyblizeniu w ich potowie. Na rys. (b) pokazany jest
ten efekt w powiekszeniu wokét x = 31. Jest to zjawisko analogiczne do wystepujacego
w twierdzeniu Dirichleta o zbiezno$ci szeregéw Fouriera.

Niech N(t) oznacza funkcje zliczajaca nietrywialne zera do T, tzn.
N(T) = Y.,O(T — J[pn]). W swojej pracy z 1859 roku Riemann podat
wzOr:

T

7
N(T) = 5 1og(2—m) + £+ O(log(T)), ©)
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ktéry zostal udowodniony w 1905 roku przez von Mangoldta. Na rys. 2
pokazany jest wykres réznicy N(T) — log(27T e) ZdoT =5x10°.

15— N(T)_l(l"g(l)_l)‘g

i max N(T) — (log( T ) 1) —

o mm N(T) (log (27;1) 1) -

-1 L L B L e L1 B O B R L B B RR LI R B R Rl
10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000
T

2. Wykres ilustrujacy wzér (9) do T = 5 x 10°. Gdyby pionowy odcinek (0, 1) miat dtugos¢
4 cm, to pozioma 0§, narysowana w skali liniowej zamiast w logarytmicznej, miataby dtugosé¢
200 km.

Jak rozstrzygnac (tzn. udowodni¢ albo obali¢) HR? Praktycznie nikt
nie stara sie zrobi¢ tego wprost. Znanych jest ponad 100 kryteriow al-
bo réwnowaznych HR, albo takich stwierdzen, z ktérych prawdziwosci
wynika prawdziwo$¢ HR. W roku 2017 ukazata sie dwutomowa mono-
grafia Equivalents of the Riemann Hypothesis’ [6] napisana przez K. Brou-
ghana.

Przez wiele lat wiazano nadzieje na udowodnienie HR z przypusz-
czeniem Mertensa. Funkcja Mobiusa zdefiniowana wzorem (7) przyjmuje
tylko trzy wartosci: —1, 0 i 1. Prawdopodobienistwa przyjecia wartosci
u(n) = 1 oraz p(n) = -1 sa takie same i wynosza 3/m* =~ 0.3039, za-
tem prawdopodobieristwo, ze p(n) = 0 jest réwne 1 — 6/7%> ~ 0.3921.
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Tabela 1

n % + 1y, n % + 1y,

1 | §+114.134725142. .. 6 | 3+137.586178159...
2 | 1+121.022039639... 7 | 3+140.918719012...
3 | 1+125.010857580. .. 8 | 1+143.327073281...
4 | 1+130.424876126... 9 | 1+148.005150881...
5 | +132935061588... || 10 | 1+149.773832478...

Uzywajac wartosci 1 i —1 funkcji Mobiusa, mozemy wygenerowac jed-
nowymiarowy ruch losowy: gdy u(n) = 1 idziemy o krok do géry, gdy
p(n) = =1 idziemy o krok w dét, a gdy u(n) = 0 stoimy w miejscu. Catko-
wite przesuniecie takiego bfadzenia losowego po wykonaniu n krokéw
jest dane przez funkcje sumacyjna M(n) = ), u(k), ktéra nazywana jest
funkcja Mertensa. Wiadomo, Ze $rednie przesuniecie w symetrycznym
ruchu losowym po wykonaniu 7 krokéw rosnie jak v/ (niezaleznie od
wymiaru przestrzeni). To podobieristwo M(rn) do symetrycznego ruchu
losowego doprowadzito F. Mertensa pod koniec XIX wieku do przypusz-
czenia, ze M(n) rosnie nie szybciej niz Srednie przesuniecie w bladzeniu
losowym, tzn. |[M(n)| < +/n. Latwo pokaza¢, ze z hipotezy Mertensa wy-
nika HR. W 1985 roku A. Odlyzko i H. te Riele [7] obalili przypuszczenie
Mertensa. Do dowodu uzyli oni wartosci pierwszych 2000 zer C(s) wyli-
czonych z doktadnoscia 100-105 cyfr. Te obliczenia zajely 40 godzin na
superkomputerze CDC CYBER 750 i 10 godzin na Cray-1. Rezultat Od-
lyzki i te Riele byl wielkim wydarzeniem, o ktérym pisata nawet prasa
codzienna (rys. 3).

W Kklasycznej ksiazce Jak to rozwigzaé [9] G. Pélya wskazuje, ze czasem
ogolniejszy problem moze by¢ fatwiejszy do rozwiazania niz przypadek
szczegblny. HR mozna uogélni¢, rozwazajac rodzine funkcji zmiennej
zespolonej z parametryzowanej rzeczywistym parametrem A:

H(z, A) = fo ) D(t)e cos(zt)dt, (10)
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a mimo to gdzie$ nastepuje zmiana znaku nieréwnosci. W pracy [8] pokazano, ze na pewno
istnieje takie n < exp(1.59x10%°) (liczba ta jest znacznie wieksza niz liczba atoméw w dostepnej
obserwacyjnie cze$ci Wszech$wiata), ze |M(n)| > /.

gdzie

[s]
4t

D(t) = Z(ZTCZ 4ot — 3rn?edt)e T (11)
n=1

Zachodzi zwiazek H(z,0) = $&(3z), gdzie funkcja &(z) zwiazana jest

z funkcja dzeta relacja:

. 1 2 ]. _z_1 ya 1 1

5(12)—52—171241" §+ZCZ+E. (12)
Z powyzszego zwiazku wida¢, ze HR < wszystkie miejsca zerowe & (zz)
sa rzeczywiste. W roku 1950 G. De Bruijn udowodnit [10], ze dla A > 2
funkcja H(z, A) ma jedynie rzeczywiste zera oraz ze jezeli H(z, A) ma tyl-
ko rzeczywiste miejsca zerowe dla pewnego A’, to H(z, ) ma wylacznie
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rzeczywiste zera dla kazdego A > A’. W roku 1976 Ch. Newman [11] udo-
wodnil, Ze istnieje taka wartos¢ parametru A4, ze H(z, A1) ma co najmniej
jedno zero zespolone. Zatem istnieje taka stata A € (—co < %), ze H(z, \) ma
rzeczywiste zera & A > A. Aby HR byla prawdziwa, warto$¢ parametru
A = 0 musi sie znajdowaé w przedziale liczb wiekszych lub réwnych A.
Zatem HR jest rtownowazna temu, ze A < 0. Stala A jest teraz nazywana
stala de Bruijna-Newmana. Wartos¢ A moze by¢ wyznaczona numerycz-
nie. Pierwsze oszacowanie —50 < A otrzymali w 1988 roku G. Csordas,
T.S. Norfolk i R.S. Varga [12]. Najlepszy wynik komputerowy nalezy do
Y. Saouter i in. [13] i wynosi A > —1.14541 x 10~ '. W dniu 19 stycz-
nia 2018 roku w archiwum preprintéw arXiv.org ukazala sie praca Brada
Rodgersa i Terence Tao [14] zawierajaca analityczny dowéd twierdzenia
moéwiacego, ze stala de Bruijna-Newmana nie moze by¢ ujemna.

W 1901 roku H. von Koch udowodnit [15], ze prawdziwo$¢ HR jest
réwnowazna nastepujacemu btedowi dla przyblizenia funkgji 71(x) przez
logarytm catkowy

n(x) = Li(x) + O(Vx log(x)). (13)

Po6zniej Schoenfeld [16, Corollary 1] podat doktadna wartos¢ statej liczbo-
wej ukrytej powyzej pod symbolem Big-O:

I7t(x) — Li(x)| < % Vxlog(x) dla wszystkich x > 2657. (14)

W 2000 roku J.C. Lagarias [17] podat elementarne kryterium dla HR:
HR jest rownowazna spelnieniu ponizszej nieréwnosci dla wszystkich
naturalnych n

o(n) = ) d < Hy +e™ log(H,), (15)
dln

gdzie o(n) jest suma wszystkich dzielnikéw n, a H,, jest n-ta liczba har-
moniczna H, = Z?Zl % Aby obali¢ HR, wystarczy znaleZ¢ jedna wartosc¢
n, dla ktérej powyzsza nieréwnos¢ bedzie naruszona. Poniewaz nie jest
tatwo wyliczy¢ H, dla n ~ 101%%% z dostateczna doktadnoscia, K. Briggs
[18] rozpoczat sprawdzanie na komputerze podobnego kryterium dla HR
podanego wczesniej przez G. Robina [19]:

HR & o(n) <e'nloglog(n) dla n > 5040. (16)
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Dla niektérych n Briggs otrzymat dla réznicy miedzy lewa a prawa strona
powyzszej nieréwnosci warto$é rzedu 107, a wiec HR byta bliska obale-
niu. Przypomnijmy w tym miejscu stowa A. Odlyzki ,[...] the Riemann
Hypothesis, if true, is just barely true” wypowiedziane w [20] w kontek-
Scie stalej de Bruijna—Newmana.

Zauwazmy, ze przekonanie o prawdziwosci HR nie jest powszech-
ne. Kilku stynnych matematykéw, m.in. J.E. Littlewood, P. Turdn i A.M.
Turing, nie wierzylo, ze HR jest prawdziwa. A. Ivi¢ podat kilka heury-
stycznych argumentéw stawiajacych prawdziwos¢ HR pod znakiem za-
pytania [21] (przedrukowany w [22, str. 137]), ktéry nosit znamienny tytut
O kilku powodach, aby wqtpi¢ w Hipoteze Riemanna. Gdy znany populary-
zator matematyki A.J. Derbyshire zapytat A.M. Odlyzko o jego opinie na
temat stusznosci HR, ten odpowiedzial: , Either it’s true, or else it isn’t”
(Albo jest prawdziwa, albo nie jest) [23, str. 389]. Na tej samej stronie
mozna znalez¢ argumenty Odlyzko za tym, ze jest mato prawdopodobne
znalezienie zera poza prosta krytyczna ponizej 1010,

Przejdziemy teraz do zwiazkéw HR
12 z fizyka. W roku 1947 holenderski fi-
zyk B. van der Pol! zbudowat urzadzenie
elektromechaniczne, ktére sporzadzato
wykres C(% + 1t) [24]. Idea dziatania te-
go przyrzadu byta oparta na nastepujacej
reprezentagji:

1 00
C(E + Zt) — f (e—x/ZI-exJ _ ex/Z) €_lﬂdx.
% + 1t —c0 (17)

4. Wykres funkcji wystepujacej w cal- - Tutaj | - | oznacza czes¢ catkowita. Powyz-
kowej reprezentadji (17) funkdi dzeta g, oy yrazenie jest transformata Fourie-
na prostej krytycznej. .. —x/2 2

ra funkcji y(x) = e7/?le*] — e¥/<. Wykres
tej funkcji przedstawiono na rys. 4. Van der Pol wycial nozyczkami
ksztalt tej funkcji na obwodzie kartonowego kota. Strumier $wiatla prze-
chodzil przez brzeg obracajacego sie dysku i trafial do fotokomorki.
Powstajacy w wyniku zjawiska fotoelektrycznego prad byt natozony na

L Wiekszos¢ jego prac byta poswiecona tacznosci radiowej i telewizji. To on w 1920

roku wprowadzit réwnanie rézniczkowe opisujace drgania nieliniowego oscylatora,
obecnie nazywanego oscylatorem van der Pola.
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prad o zmiennej czestotliwosci, co pozwalato w analogowy sposéb wy-
kona¢ transformate Fouriera. W rezultacie van der Pol otrzymat wykres
modutu (3 +it)/(3 + it)], na ktérym polozenie pierwszych 29 nietrywial-
nych zer dzety mozna byto zlokalizowa¢ z doktadnoscia lepsza niz 1%.
Byt to niewatpliwie klejnot analogowej techniki obliczeniowej.

Pierwsza jakodciowa sugestia majaca doprowadzi¢ do udowodnie-
nia HR metodami fizycznymi zostata przedstawiona w 1914 roku przez
George’a Pélya w trakcie rozmowy z Edmundem Landauem, ktéry zapy-
tat P6ly’a: Znasz troche fizyke. Czy jest jakis fizyczny powdd, dla ktérego
HR miataby by¢ prawdziwa? Pélya odpowiedzial, Ze bytoby tak wtedy,
gdyby HR dato sie powiaza¢ z takim fizycznym problemem, ktérego war-
tosci wlasne bylyby rzeczywiste i odpowiadataby nietrywialnym zerom
dzety. Cata ta historia opisana jest w korespondencji Odlyzki z 95-letnim
woéwczas Pélya i udostepniona na witrynie internetowej [25]. Nalezy pod-
kredli¢, ze rozmowa ta odbyta sie wiele lat przed powstaniem mechaniki
kwantowej i pojawieniem sie rOwnania Schrodingera na poziomy energe-
tyczne. Prawdopodobnie Pélya zostat zainspirowany przez prace Weyla
[26] z lat 1911-1912 o rozkladzie wartosci wlasnych laplasjanéw okres-
lonych na zwartych obszarach, w szczegélnosci o drganiach wtasnych
bebnéw (stynny problem ,Czy mozna ustysze¢ ksztatt bebna?”, [27]).
Pézniej podobny pomyst miat przedstawi¢ D. Hilbert i obecnie uzywa
sie zwrotu , przypuszczenie Hilberta-Polya” [25]. Jezeli HR jest prawdzi-
wa, wtedy mozna nietrywialne zera uporzadkowaé zgodnie z rosnaca
warto$cia czesci urojonej i probowac przyporzadkowac je w sposéb wza-
jemnie jednoznaczny wartoéciom wlasnym pewnego operatora hermi-
towskiego — wszystkie wartosci wlasne takich operator6w sa — na mocy
matematycznego twierdzenia — rzeczywiste. Trzeba wiec znalez¢ kwan-
towy uklad fizyczny opisany hamiltonianem o poziomach energetycz-
nych E, = yn Symbolicznie podejscie Pélya-Hilberta mozna zapisac
w postaci C(2 +iH) = 0, gdzie operator H jest samosprzezony H' = H,
a symbol " oznacza sprzezenie hermitowskie: jezeli w przestrzeni Hil-
berta, w ktérej dziala operator A, zadany jest iloczyn skalarny (-,-), to
(A*x,y) = (v, Ay) dla wszystkich wektoréw x, y z dziedziny A. W mecha-
nice kwantowej wartosci energii E, jakiegos uktadu kwantowego otrzy-
muje sie, rozwiazujac rownanie Schrodingera bez czasu, czyli zagadnienie
na wartoéci wlasne postaci (gdy nie ma degeneracji)

Ay, = E,y, (18)
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gdzie operator H jest nazywany hamiltonianem badanego uktadu (kla-
sycznie jest suma energii kinetycznej i energii oddzialywania), a ¢, jest
funkcja stanu (,,funkcja falowa”) uktadu majacego energie E,.

Okoto roku 1971 Hugh Montgomery postawit pytanie: czego mozna
sie dowiedzie¢ o odstepach miedzy nietrywialnymi zerami ((s), zaktadajac
HR. Rezultat tych badan ukazat sie w roku 1973 [28]. W szczegdlnosci
w pracy tej sformutowat on przypuszczenie, ze funkcja korelacyjna uro-
jonych czesci zer dzety ma postaé (tutaj liczby 0 < a < < o0 sa ustalone):

’ .
1_>f(1—(s“;:;”))du, edy T o oo, (19)

0<y,y’<T

2na e 2T
logTéy V'S logT

Wiosna 1972 roku Montgomery odwiedzit Instytut Studiéw Zaawan-
sowanych w Princeton. Hinduski matematyk Sarvadaman D.S. Chowla,
ktéry urodzit sie w Londynie, zmusil nieSmiatego Montgomery’ego do
przedstawienia rezultatow jego badan stawnemu fizykowi Freemanowi
Dysonowi. Opis tego zdarzenia mozna znalez¢é w wielu ksiazkach, np.
[29, str. 134-136], [23, str. 316-318], [30, str. 263-264]. Dyson natychmiast
rozpoznat we wzorze (19) te sama posta¢, ktéra otrzymat na poczatku lat
szed¢dziesiatych jako funkcje korelacyjna wartoéci wlasnych losowych
macierzy z unitarnego zespolu gaussowskiego. Dyson byt autorem cyklu
prac o statystycznej teorii poziomoéw energetycznych ztozonych uktadow
modelowanych za pomoca macierzy losowych [31], [32]. Wspétautorem
dwoéch ostatnich prac byl Madan L. Mehta, ktéry pézniej napisat blisko
700-stronicowa ,,biblie” o macierzach losowych [33]. W fizyce macierze
losowe pojawily sie w celu opisania wlasnosci ciezkich jader atomowych.
Widma lekkich atoméw (np. wodoru — przypadek $cisle rozwiazywalny)
sa proste i regularne, natomiast widma ciezkich atomoéw, takich jak np.
28U, sa skomplikowane i roztozone ,chaotycznie”. Nieznane sa hamil-
toniany oddzialywarn w jadrach takich ciezkich atomoéw, zreszta fizyka
ukladéw wielu ciat oparta jest na metodach przyblizonych. Na poczatku
lat pie¢dziesiatych ubieglego wieku przy niektérych reaktorach atomo-
wych kilka grup badawczych rozpoczelo wyznaczanie pozioméw energe-
tycznych jader uranu, bardzo dobre przedstawienie historii tych pomia-
réw mozna znalez¢ w [34]. W pewnych przypadkach udato sie wyzna-
czy¢ od kilkuset do ponad tysiaca pozioméw. Stwierdzono brak energii
lezacych blisko siebie, zjawisko to nazwano odpychaniem poziomoéw.
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W przypadku skoriczenie wymiarowym (18) jest uktadem réwnan jed-
norodnych na wspolrzedne wektora ¢, w jakiej$ bazie i aby otrzymac
niezerowe wektory wiasne, wyznacznik uktadu réwnan (18) musi zni-
ka¢, wiec wartosci wlasne A, sa rzeczywistymi (bo operator hermitowski
ma rzeczywiste wartosci wlasne) rozwiazaniami réwnania charaktery-
stycznego det(H — A1) = 0 — wielomianu stopnia réwnego rozmiarowi
przestrzeni Hilberta, w ktorej dziata operator H. Poniewaz nie znamy ha-
miltonianiu dlajader ciezkich atoméw, w latach pieédziesiatych ubiegtego
wieku Eugene Wigner zaproponowat, aby do ich opisu uzywac macierzy
duzego wymiaru o losowych elementach wybranych z odpowiednim
rozkladem prawdopodobieristwa. Konkretnie oznacza to, ze jezeli M jest
macierza kwadratowa N X N o elementach M;;, to prawdopodobieristwo
P(M;; € (a, b)) tego, ze element macierzowy M;; przyjmie warto$¢ w prze-
dziale (a4, b), dane jest catka:

b
P(Mij € (11, b)) = f ﬁj(x)dx,

gdzie f;; jest gestoscia rozkltadu prawdopodobienistwa, przy czym ele-
menty M;; sa statystycznie wzajemnie niezalezne, co oznacza, ze prawdo-
podobieristwo dla catej macierzy jest iloczynem powyzszych czynnikéw
dla pojedynczych elementéw M;;. Jednak w zastosowaniach fizycznych
macierz ma reprezentowa¢ mierzalne rzeczywiste wielkosci i dlatego
M musi by¢ samosprzezona (,hermitowska”): MY = M, czyli elemen-
ty macierzowe musza spetnia¢ M;; = M* i wystarczy wylosowa¢ tylko
elementy na diagonali i np. nad nia. Wybor bazy, w ktorej reprezen-
towany jest hamiltonian, jest sprawa dowolna i zmiana bazy opisanej
macierza unitarna U, U'U = T oznacza przeksztatcenie podobieristwa
U'HU = H'. Dodatkowo prawdopodobieristwa wylosowania macierzy
powiazanych transformacja podobieristwa (tzn. te same operacje zapisane
w réznych bazach) musza by¢ takie same: P(UAU) = P(H). Warunki te
wyznaczaja posta¢ prawdopodobieristwa wylosowania macierzy H, zob.
[33, Tw 2.6.3, str. 471:

P(H) — e—utrH2+btrH+c/ (20)

gdzie ajest dodatnia liczba rzeczywista, bic sarzeczywiste oraz tr oznacza
élad macierzy: tr M = YN Mj;. Wartosé statej c wyznacza warunek unor-
mowania prawdopodobienistwa. Dla macierzy samosprzezonej (= hermi-
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towskle) H' = Hmamy trH2 = YN, YV HyHy = YX, TN \HiHY =
YN Yol [Hyl? i wszystkie wyrazy w (20) maja postaé gaussowska. Po-
niewaz eksponenta sumy czynnikéw jest iloczynem, eksponent od kaz-
dego czynnika oddzielnie, prawa strona réwnania (20), istotnie ma po-
sta¢ iloczynu gestosci rozkladéw normalnych Gaussa, dlatego taki zesp6t
macierzy losowych nazywa sie¢ unitarnym zespotem gaussowskim, po
angielsku Gaussian Unitary Ensemble i w skrécie GUE. Rozwaza sie tak-
ze zespoly ortogonalne gaussowskie GOE (macierze sa rzeczywiste oraz
symetryczne i dlatego zmiana bazy opisana jest macierza ortogonalna)
oraz symplektyczne zespoly gaussowskie GSE. Podkreslmy, ze czynni-
ki gaussowskie otrzymuje sie z zadania niezmienniczo$ci prawdopodo-
bienstw wylosowania macierzy wzgledem odpowiednich transformacji
podobieristwa macierzy hermitowskich lub symetrycznych. Te r6zne ze-
spoty macierzy losowych zwiazane sa z symetriami uktadéw fizycznych:
GOE opisuje uklady niezmiennicze wzgledem odbicia czasu, a GUE sto-
suje sie do uktadéw tamiacych symetrie odbicia czasu. Wartosci wia-
sne takich macierzy nie sa czysto losowe: przeskalowane (ang. unfolded)
odstepy s miedzy nimi nie sa opisane przez rozkiad Poissona ¢, lecz np.
dla zespotu GUE przez wzor:

P(s) = 2e ~4s/m, 1)

Przeskalowanie (unfolding) oznacza pozbycie sie stalego trendu w widmie
Ey, Es, ..., tzn. podzielenie d, = E,;1 — E,, przez $redni odstep miedzy po-
ziomamid(E) : s, = (E,+1 — E,,))/d(E). Dla zer ((s) na mocy wzoru (9) ozna-
cza to przejscie od réznic y,,+1 —y, do zmiennej s, = (V1 —yn) log(yn)/2m.
Na rysunku 5 pokazano poréwnanie (21) z realnymi odstepami dla zer
C(s)-

Przez kilka lat ujawniony w czasie krétkiej rozmowy Montgome-
ry’ego z Dysonem zwiazek nietrywialnych zer ((s) z warto$ciami wia-
snymi macierzy GUE nie wzbudzat duzego zainteresowania. W latach
osiemdziesiatych Andrew Odlyzko rozpoczal sprawdzanie przypuszcze-
nia (19) za pomoca superkomputeréw Cray-1 i Cray X-MP. Wyniki tych
obliczen ukazaty sie w 1987 roku w pracy [35] i z grubsza potwierdza-
1y (19). Mate rozbieznosci zanikaja bardzo wolno z posuwaniem sie po
prostej krytycznej i Odlyzko kontynuowat obliczenia na coraz szybszych
komputerach i coraz dalej na prostej krytycznej R[s] =  w réznych prze-
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dziatach wokét zera n = 10%° [36], nastepnie wokét y4gu [37] i na koniec
przy zerze o n = 10 [38]. Te empiryczne dane, zob. rys. 6, potwierdzi-
ly stusznos¢ przypuszczenia, ze urojone czesci kolejnych nietrywialnych
zer ((s) wykazuja takie samo zachowanie jak réznice miedzy parami war-
tosci wlasnych losowych macierzy z rozktadem GUE. Dopiero doswiad-
czalne potwierdzenie przypuszczenia Montgomery’ego (19) spowodowa-
fo gwaltowny wzrost zainteresowania zwiazkami miedzy zerami dzety
Riemanna a wartoéciami wlasnymi losowych macierzy. W [39, str. 146]
P. Sarnak napisat: ,Na poziomie fenomenologicznym to jest chyba naj-
bardziej zdumiewajace odkrycie dotyczace dzety od czaséw Riemanna”.
W ten sposéb mato konkretna hipoteza Hilberta—P6lya zyskata wiary-
godnos¢ i teraz wiadomo, ze uklad fizyczny odpowiadajacy ((s) musi
fama¢ symetrie wzgledem odwroécenia czasu. Na konferencji ,Quantum
chaos and statistical nuclear physics”, ktéra odbyta sie w styczniu 1986
roku w Mexico City, Michael Berry wygtosit wyklad Riemann’s zeta func-
tion: a model for quantum chaos? [40]. Stal sie on manifestem dla tych,
ktérzy chca udowodni¢ HR, znajdujac odpowiedni operator Hjy taki, ze
Hi|¥y) = vkl¥k). Ten hipotetyczny uktad kwantowy (abstrakcyjny , pier-
wiastek”, ktérego jadro posiada poziomy energetyczne pokrywajace sie
zyy) zostal nazwany przez O. Bohigasa ,Riemannium”, zob. [41, 42], ana-
logicznie do mionium, czyli atomu zbudowanego z antymionu i elektronu
albo pozytonium: uktadu zlozonego z elektronu e~ i pozytonu e*, czyli
antyelektronu. Dodatkowo w [40] Berry argumentowat, ze Hy powinien
mie¢ klasyczna granice, w ktorej wszystkie orbity sa chaotyczne.

W roku 1998 ukazala sie praca S. Okubo[43] zatytulowana Lorentz-
Invariant Hamiltonian and Riemann Hypothesis. Nie jest to dokfadnie reali-
zacja pomystu Poélya i Hilberta: wystepujacy w tej pracy dwuwymiarowy
operator rézniczkowy (hamiltonian):

» .
H:%ay+iﬁy%+i(1—[3)x%+%, BeR 22)

nie posiada jako wartosci wlasne y,. Zamiast tego zera dzety wystepuja
w specjalnym warunku brzegowym na rozwiazania réwnania Schroédin-
gera z hamiltonianem (22). Jednak rozwiazania tego réwnania nie sa nor-
malizowalne w naturalnym iloczynie skalarnym.

Rok p6zniej M. Berry i]. Keating w pracy [44] zaproponowali inny ope-
rator: Hpx = £p, tzn. iloczyn operatora potozenia £ = x i pedu p = —ifi 4

dx’
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gdzie i = 1.055...X1073*] - s jest stala Plancka. Gléwnym argumentem za
tym byl wzér na liczbe pozioméw o energii mniejszej niz E:

N(E) = %(10g(£)—1)+§+...,

ktéry doktadnie pokrywa sie ze wzorem (9), ale nie byto dowodu na to,
ze wartosci E, = y,. Zauwazmy, ze znany jest specjalny rodzaj bilardu,
dla ktérego formuta dajaca liczbe wartosci energii mniejszej od E ma
wiodace cztony dokladnie takie same, jak w (9), jednak dalsze wyrazy
sie réznia [45, wzory (34-35)]. Przypomnijmy, ze dwa bebny moga mie¢
rézne ksztalty, ale takie same widmo wibracji, a wiec takze takie same
funkcje zliczajace poziomy < E. W roku 2011 S. Endres and E. Steiner
[46] wykazali, ze widmo Hg = £p na dodatniej osi x jest ciagle, a zatem
Ay = xp nie moze by¢ operatorem Hilberta—P6lya, zob. takze serie prac
G. Sierry, n.p. [47, 48], gdzie rozwazano pewne modyfikacje Hr = £p.

1 1.2
1 o—e—s |fristogram s,
0.8 - 325 exp(-4s*/m)/n? b W =
| 0.8
0.6
0.4 — e s s funkcja korelacyjna
| 0.4 lf(sin(m)jz
u
0.2
0 T T T T 0 L L B
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
s u

5. Histogram znormalizowanych odstepéw 6. Wykres ilustruje przypuszczenie (19)

miedzy kolejnymi zerami dzety otrzymany Montgomery’ego dla 5 000 000 zer dzety.

dla 5 000 000 zer. Punkty reprezentujace te Punkty reprezentujace funkcje korelacyjna

odstepy sa odlegte o As = 0.05. byty wyliczone ze wzoru po lewej stronie (19)
dla 5 000 000 pierwszych zer ((s) i sa odlegte
o Au = 0.05.

Wiosna 2017 roku w Physical Review Letters, najwyzej punktowanym
czasopi$mie fizycznym, ukazala sie praca C.M. Bendera, D.C. Dorje i
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M.P. Miillera Hamiltonian for the Zeros of the Riemann Zeta Function [49],
najwierniej realizujaca idee Pélya i Hilberta. Nielokalny operator

1

T @+ P =) (23)

Hgppm =

gra role hamiltonianu. Widzimy, ze Hgpy jest otrzymany z powyzsze-
go hamiltonianu Berry-Keatinga Hpx za pomoca transformacji podobiefi-
stwa. Funkcje wlasne sa dane przez funkcje dzeta Hurwitza zdefiniowana
dla®R(s) >1ig+#-1,-2,-3,... przez

) =Y iy (4)

Widag¢, ze funkcja dzeta Riemanna jest specjalnym przypadkiem: ((s) =
C(s,0). Funkcja dana przez powyzszy szereg (24) ma przedtuzenie anali-
tyczne na cala ptaszczyzne zespolona bez punktu s = 1 dane przez catke

(por. (3))
ts—leqt

1
o =195 [ oot

gdzie C oznacza kontur catkowania Hankela, taki jak w réwnaniu (3).
Autorzy [49] pokazuja nastepnie, ze 1s(x) = —C(s,x + 1) spelnia réwna-
nie na wartosci wtasne I:IBBMgbs(x) = i(2s — 1)s(x). Tak wiec warunek
brzegowy 15(0) = 0 = ((s,0) = {(s) implikuje, ze s sa zerami funkcji dze-
ta Riemanna, jezeli HR jest spetniona. Nalezy ,tylko” pokazaé, ze Hppm
jest hermitowski. Niestety nie zachodzi to dla zwyklego iloczynu ska-
larnego w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem. Autorzy [49]
wprowadzaja inny iloczyn skalarny, wzgledem ktérego Hgpy jest her-
mitowski, jednak teraz w tym iloczynie skalarnym funkcje wiasne maja
nieskoniczona norme.

W sierpniu 1998 roku podczas konferencji w Seattle poswieconej
100-leciu twierdzenia o liczbach pierwszych P. Sarnak zaoferowat butelke
dobrego wina dla fizykéw, ktérzy z prawa Montgomery’ego—Odlyzki
potrafia otrzymac informacje nieznane wczeéniej matematykom. Juz dwa
lata p6zniej musiat péjs¢ do sklepu po obiecane wino. Na konferen-
¢ji w Wiedniu we wrzeéniu 1998 roku Jonathan Keating wyglosit wy-
ktad, podczas ktérego podal rozwiazanie (ale nie dowdd) tzw. proble-
mu momentéw dzety. Wyniki te ukazatly sie we wspdlnej pracy z jego
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doktorantka Nina Snaith [50]. Od blisko stu lat matematycy starali sie
wyliczy¢ momenty funkgji dzeta na prostej krytycznej

T
% fo IC +aPdt,  gdy T — oo (25)

G.H. Hardy i J.E. Littlewood blisko sto lat temu [51, Tw. 2.41] wyliczyli
drugi moment:

1 (T
T f IC(3 +1t)Pdt ~ log(T), gdy T — 0. (26)
0
Czwarty moment wyliczyl A.E. Ingham w 1926 roku [52, Tw. B]
1 (T
T f IC(3 + )l dt ~ 2= logh(T), gdy T — co. (27)
0

Wyzszych momentéw, mimo wielu wysitkéw, nie udato sie wyliczy¢, ale
znana byta przypuszczalna postac¢ dla k = 3 [53]:

1\ 4
Ik +it)edt ~ = {(1 - —) (1 + -+ —)} Tlog’ T dladuzych T,
f ’ 1:[ P pov (28)

a takze jeszcze bardziej skomplikowane wyrazenie dla k = 4 [54]: dla
duzych T zachodzi

T 9
24024 1 9 9 1
N8 - _ = Z . - 16
f; [C(1/2 + it)|° dt Tai |p| {(1 p) (1 + . + 2 + p3)}Tlog T.

(29)

Keating i Snaith udowodnili ogélne twierdzenie o momentach losowych
macierzy, ktérych wartosci wlasne maja rozktad GUE i jezeli zachowanie
C(s) jest modelowane przez wyznacznik takich macierzy, to ich wynik
zastosowany do dzety daje

T
% j; |C(%+zt)|2k dt ~ fra(k)(log )X, (30)
gdzie
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B 1\ & (Tm+ 0\,
a(k)_H(l—I;) ZB( I ) p, (31)

p

a liczby f; sa dane wzorem:

_ GAk+1)
fe= Gk+1)

W powyzszym wzorze G(-) jest funkcja Barnesa spelniajaca rekurencje
G(z + 1) = I'(2)G(2), czyli dla naturalnych argumentéw funkcja ta jest
,silnia po silniach”: G(n) = 1!-2!-3!... (n —2)! Oczywiscie wynik Keatinga
i Snaith daje wzory (26)—(29) odpowiedniodlak =1,2,314.

Od kilku lat rozwijana jest idea kwantowych komputeréw. Odkrycie
przez Petera Shora kwantowego algorytmu faktoryzacji [55] pokazato, ze
klasyczne problemy o duzej ztozonosci moga zosta¢ znacznie przyspie-
szone (przynajmniej w teorii) z pomoca komputeréw kwantowych. Czy
jest mozliwe zaprojektowanie kwantowego komputera weryfikujacego
HR? Mamy tutaj na mysli co$ bardziej pomystowego niz np. potaczenie
algorytmu Shora z kryterium Lagariasa. W roku 2013 pojawita sie pra-
ca [56], w ktorej autorzy (zakladajac HR) skonstruowali unitarny ope-
rator z warto$ciami wlasnymi réwnymi kombinacji nietrywialnych zer
dzety p]’.‘/ p;j — takie kombinacje leza oczywiscie na kole jednostkowym.
Nastepnie skonstruowali oni kwantowy uklad realizujacy te unitarna ma-
cierz. Inny kwantowy komputer weryfikujacy HR zostat zaproponowany
w [57, Sect. IIC]. Jego dzialanie oparte jest na kwantowym obliczaniu ilosci
liczb pierwszych mniejszych niz x, zaproponowanym przez tych samych
autoréw w [58], i szukaniu naruszenia nieréwnosci (14). Dodajmy, ze w
podobny sposéb Latorre i Sierra proponuja szukaé liczbe Skewesa [57,
Sect. IID]. Niedawno ukazala sie praca [59], w ktdrej zaproponowano
doswiadczalna realizacje ((s) za pomoca chfodnych atomoéw.

W pracy [60] M. Shlesinger badat specjalny 1-wymiarowy ruch losowy
tak zdefiniowany, aby mégt by¢ powiazany z HR. Prawdopodobieristwo
skoku do wezta odleglego o +I krokéw wyraza sie jawnie przez funkgje
Mobiusa:
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gdzie C = — jest czynnikiem normalizacyjnym. Takie btadzenie

1
)+ iy
losowe Shlesinger nazwat ruchem losowym ,Riemanna-Mobiusa”. Pew-

ne ogodlne wlasnosci tzw. funkgji struktury A(k), ktora jest transformata
Fouriera prawdopodobienstw p(l): A(k) = Y, e*p(l), pozwolily Shlesin-
gerowi zlokalizowa¢ zespolone zera dzety wewnatrz pasa krytycznego,
jednak wyniku J. Hadamarda i Ch.J. de la Vallée-Poussina (1 + it) # 0
nie udalo sie otrzyma¢ ta metoda. Ciekawe, Ze istnienie zer poza prosta
krytyczna nie jest sprzeczne z zachowaniem A(k), wynikajacym z ogoél-
nych zasad prawdopodobienstwa.

W pracy [61] podana zostata stochastyczna interpretacja funkcji dze-
ta. Istnieje wiele innych zwiazkéw HR z ruchami losowym lub rucha-
mi Browna, w pracy [62] mozna znaleZz¢ obszerny przeglad rezultatow
wyrazajacych wartoéci oczekiwane réznych zmiennych losowych przez
C(s)-

Réwnanie funkceyjne (5) moze by¢ zapisane w niesymetrycznej postaci:

2T(s) cos(gs)C(s) = @n)C(1—s).

Ta postac jest podobna do relacji dualnosci Kramersa—Wanniera [63] dla
sumy stanéw Z(J) dwuwymiarowego modelu Isinga z parametrem | wy-
razonym w jednostkach kT

2(J) = 2N(cosh(1))™ (tanh(NV Z(]), (32)

gdzie N oznacza liczbe spindw, afjest zwiazana z | relacja e=? = tanh(J),
por.np. [64]. Suma statystyczna Z(S) jest podstawowa wielkoScia uzywana
w fizyce statystycznej, tutaj p = 1/kgT, gdzie kg = 1.3806488 ... x10"2[J/K]
jest stata Boltzmanna, a T jest temperatura bezwzgledna. Pozostate funk-
¢je termodynamiczne (energia calkowita, energia swobodna, entropia,
ci$nienie itd.) moga by¢ wyrazone jako jej pochodne. Dla uktadu wymie-
niajacego ciepto z otoczeniem przy ustalonej liczbie czastek, temperaturze
i objetosci, mogacego sie znajdowa¢ w mikrostanach o energiach E,, jest
ona zdefiniowana wzorem:

Z(p) =Y e (33)

n
Przejécia fazowe, tzn. nieciaglosci réznych wielkosci wyrazonych przez
pochodne sumy stanéw, wystepuja tam, gdzie Z() = 0. Z powyzszej de-
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finicji wida¢ jednak, ze sumy stanéw nie maja zer dla rzeczywistych tem-
peratur, dopiero przedtuzone analitycznie na cala ptaszczyzne zespolona
maja zera zespolone lezace na okregu. Jedynie w granicy termodynamicz-
nej N — oo zespolone zera maja punkt skupienia przy rzeczywistej warto-
$ci temperatury. Pierwsze tego typu twierdzenia udowodnili C.N. Yang i
T.D. Lee[65, 66]. W jezyku polskim mozna sie zapoznac z teoria Yanga—Lee
w [67, str. 351-354]. Poniewaz te twierdzenia , kolowe” ograniczaja poto-
Zenie zer, nasuwa sie pomyst zastosowania ich do HR. Aby kontynuowac¢
te analogie, trzeba znalez¢ ukiad, ktérego suma stanéw bedzie wyrazo-
na przez ((s). Wtedy mozna mie¢ nadzieje udowodnienia HR, powotujac
sie na twierdzenie Lee-Yanga. Twierdzenie to dotyczy przejs¢ fazowych
uktadéw spinowych w zewnetrznym polu magnetycznym, zob. praca
przegladowa [68]. M. Fisher [69] z kolei rozpoczat szukanie zer sumy
stanéw na zespolonej plaszczyznie temperatury i takze okazato sie, ze
dla specjalnego ukltadu Isinga zanurzonego w polu magnetycznym zera
kanonicznej sumy stanéw réwniez leza na okregu jednostkowym, tym
razem na zespolonej ptaszczyZnie zmiennej v = sinh(2]p), gdzie ] > 0
jest stala sprzezenia z polem magnetycznym. Prosta krytyczna s = 1 + it
moze by¢ odwzorowana na okrag jednostkowy za pomoca transforma-
Ggis - u=s/(1-s) = (% + 1t)/(% —1t), wtedy |u| = 1. Tak wiec przez
dobér odpowiedniego uktadu spinowego z suma stanéw Z(f) wyrazona
przez ((s) mozna sie stara¢ udowodni¢ HR, powotujac sie na twierdzenie
Lee-Yanga.

W serii prac A. Knauf [70] podjal powyzej opisany plan zaatako-
wania HR. W tych pracach wprowadzit on uklad spinowy z suma sta-
néw wyrazona w granicy termodynamicznej przez funkcje dzeta: Z(s) =
C(s = 1)/C(s) ze zmienna s interpretowana jako odwrotno$¢ temperatury.
Jednakze posta¢ oddzialywania miedzy spinami w tym modelu nie nale-
zy do klasy, do ktorej stosuja sie twierdzenia , kolowe”. Ta idea byta dalej
podjeta w pracy [71]. Autorzy pracy [72] udowodnili, Ze HR jest réwno-
wazna nierdwnosciom spetnianym przez stany Kubo-Martina-Schwin-
gera w dynamicznym ukfadzie kwantowym Bosta i Connesa rozwaza-
nym w odpowiednim zakresie temperatur. Funkcja ((s) wystepuje w wie-
lu innych miejscach: w teorii bozonéw i fermionéw, teorii kondensatu
Bosego-Einsteina condensate, zob. np. [73, rozdz. IIl E].

W 2005 roku w prestizowym Physical Review Letters ukazat sie ar-
tykule [74], w ktérym L.A. Bunimovich oraz C.P. Dettmann rozwazali
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punktowa czastke odbijajaca sie w kotowym bilardzie, na obwodzie kto6-
rego zrobiono maty otwdr, widziany ze srodka okregu pod katem e. Niech
P1(t) oznacza prawdopodobiernistwo, ze kulka nie wypadnie poza bilard
zjednym otworem do czasu t. Bunimovich i Dettmann otrzymali dokfad-
ny wzér na P (t) wyrazony przez ((s) i pokazali, ze HR jest rtownowazna
temu, ze

lirr(} lim e (tP1(t) —2/€) =0 (34)
€—(0 t—o0

bedzie zachodzi¢ dla kazdego 6 > —1/2. Wartos¢ 1/2 jest wprost zwiazana
z potozeniem zer dzety na prostej R[s] = 3. Bardziej skomplikowany
wz6r Bunimovich i Dettmann otrzymali dla bilardu z dwoma otworami.
W zasadzie mozliwe jest przeprowadzenie doswiadczen weryfikujacych
(34) za pomoca wnek mikrofalowych lub bilardéw zbudowanych z mi-
krolaseréw. Takie doswiadczenia moga obali¢ HR, gdyby sie okazalo, ze
zachowanie réznicy tPi(t) — 2/e w granicy, gdy rozmiar otworu € — 0
bedzie wolniejsze niz /2.

W ksiazce [30, str. p.286] (fragment dostepny pod adresem
http://tinyurl.com/yd5cvqu2) opisana jest wizyta Jona Keatinga w biblio-
tece w Getyndze, gdzie przechowywane sa notatki Riemanna. Keating
chciat obejrzeé¢ rachunki zwiazane z HR oraz z pewnym problemem z hy-
drodynamiki. Spodziewat sie, ze dostanie dwa pudta, a bibliotekarz przy-
niost mu jedna paczke notatek. Okazalo sie, ze Riemann w tym samym
czasie pracowal nad rozmieszczeniem liczb pierwszych oraz stabilnoscia
obracajacej sie cieczy o ksztalcie kuli. Problem stabilnosci cieczy zalezat
od tego, czy pewne liczby leza na ptaszczyZnie zespolonej doktadnie na
prostej réwnoleglej do osi urojonej. By¢ moze ten fakt z fizyki pomogt
Riemannowi sformutowac jego stynna hipoteze?

Dziekuje Profesorowi Krzysztofowi Maslance za przeczytanie manu-
skryptu i szereg uwag oraz udostepnienie rysunku 3.
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DLACZEGO MATEMATYKA POZWALA
ROZUMIEC I OPISYWAC SWIAT?
REFLEKSJA FILOZOFICZNA

RoMaN MURAWSKI

Wydzial Matematyki i Informatyki

Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Juz potoczna obserwacja pokazuje, ze matematyka jest wykorzysty-
wana przez rozmaite nauki, zwlaszcza nauki przyrodnicze, w badaniu
Swiata rzeczywistego, w tym Swiata fizycznego. Jest tak wtasciwie od
starozytnosci. Juz starozytni Egipcjanie i Babiloniczycy wykorzystywali
matematyke w rozmaitych praktycznych celach, na przyktad przy mie-
rzeniu powierzchni pél uprawnych, budowie piramid itd. W starozyt-
nej Grecji pojawila sie idea, ze zjawiska przyrodnicze nie sa wynikiem
arbitralnych decyzji czy kaprysu bogoéw, ale podlegaja z koniecznosci
jakimé prawom - zapoczatkowalo to proces demitologizacji przyrody
i rozumowe badanie $wiata. Poczatkowo badania te mialy charak-
ter raczej jakosciowy - tak bylo na przykiad u Arystotelesa (por. jego
fizyke). W czasach nowozytnych pojawia sie¢ nowoczesna, aktualna do
dzis, metoda naukowa, taczaca eksperyment z rozumowaniem, matema-
tyczne modelowanie z eksperymentem. Za jej ojca uznaje sie¢ Galileusza.
U podstaw tej metody lezy aktywna postawa badacza (w odréznieniu
od postawy uczonych wczesniejszych, zwlaszcza starozytnych i érednio-
wiecznych, ktéra charakteryzowata sie kontemplacja natury). Jadrem
nowej postawy jest dazenie do wyrazenia w sposéb Scisty, w jezyku
matematyki regularnosci w przyrodzie, czyli praw przyrody, oraz ich
weryfikacja poprzez eksperyment. Galileusz pisal, Ze:

85



Ksiega natury pisana jest w jezyku matematycznym
oraz
Matematyka jest alfabetem, za pomoca ktérego Bog opisal wszechswiat.

Dzieki Galileuszowi fizyka nowozytna stata sie teoria w pelni zma-
tematyzowana. Mozna za Krzysztofem Maurinem powiedzieé, ze dzi§
fizyka i matematyka stanowig w jakim$ sensie jednoé¢. Czy to tylko
przypadek, kwestia kulturowa, skutek tego, ze Galileusz zaproponowal,
zeby tak wlasnie bada¢ $wiat rzeczywisty i sposéb ten okazal sie sku-
teczny, czy tez kryja sie za tym glebsze racje i przyczyny?

Zauwazmy, ze matematyke stosuje sie nie tylko w naukach przyrod-
niczych, w szczegdlnosci w fizyce, astronomii czy chemii oraz w inzy-
nierii, ale takze prébuje si¢ ja stosowaé¢ i w innych naukach: naukach
spolecznych (na przykilad w socjologii), w biologii, w lingwistyce itd.
Co wiecej, uwaza sie, ze matematyka nadaje tym naukom walor jeszcze
wiekszej ,,naukowosci”.

Pojawia sie zatem pytanie: jak to sie dzieje, ze matematyka nadaje si¢
do opisu $wiata, ze jej twierdzenia, abstrakcyjne i oderwane od empirii,
sa doskonalym narzedziem opisu tegoz $wiata? Dlaczego twierdzenia
matematyczne opisujace zaleznosci miedzy obiektami matematycznymi
okazuja sie prawdziwe w $wiecie, pozwalaja go opisywaé, a nawet zmie-
nia¢ i przeksztalca¢, pozwalaja konstruowaé¢ nowe przedmioty i obiekty
realne, ktére funkcjonuja i stuza czlowiekowi? Jakie sa zwigzki miedzy
matematyka czysta a matematyka stosowang, dlaczego twierdzenia
matematyki, bedacej par excellence nauka teoretyczng, mozna stosowac
do konkretnych probleméw praktycznych?

Obecnos¢ matematyki w naukach moze zadziwiaé. Pojecia matema-
tyczne pojawiaja sie bowiem czesto w zupelnie nieoczekiwanych sytu-
acjach i zwigzkach, pozwalajac na nieoczekiwanie Scisty i doktadny opis
zjawisk. Eugene Paul Wigner w pracy The unreasonable effectiveness of
mathematics in the natural science! podaje przykiad stwierdzenia z zakresu
demografii (ktéra korzysta w szczegolnosci ze statystyki matematycznej)

T E.P. Wigner, The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences,
,Communications on Pure and Applied Mathematics” nr 13, s. 1-14; przeklad pol-
ski: Niepojeta skutecznos¢ matematyki w naukach przyrodniczych, w: R. Murawski (red.),
Wspotczesna filozofin matematyki, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2002,
s. 293-309.
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dotyczacego kwestii takich, jak zaludnienie, w ktérym to stwierdzeniu
pojawia sie symbol I1. Zdumiony czytelnik pyta, co moze mie¢ wspdl-
nego I, czyli stosunek obwodu kola do jego $rednicy z demografig?
A jednak ma. Co to zatem znaczy, skad to si¢ bierze?

Wiele prostych poje¢ matematycznych i wiele obiektéw matematyki
ma swe bezposrednie Zrédlo w rzeczywistoéci fizycznej, pojawilo sie
niemal wprost z doswiadczenia. Mozna powiedzieé, ze geneza mate-
matyki jest empiryczna. Do XIX wieku wiele teorii matematycznych
tworzonych bylo na zamoéwienie fizyki. Pewne podstawowe teorie
matematyczne powstawaly i rozwijaly sie pod naciskiem zainteresowan
i potrzeb nauk przyrodniczych, ale nie wszystkie. Matematyka byta
jednak - i tym bardziej jest dzi$ - autonomiczng dziedzina aktywnosci
intelektualnej. Rozwija si¢ ona obecnie przede wszystkim wedle swo-
ich wlasnych wewnetrznych zasad i regul (wymieni¢ tu trzeba dazenie
do uogolniania, do unifikacji, do prostoty, do swoistego piekna), bez
ogladania sie na potencjalne zastosowania - cho¢ czesto tworzone tak
teorie okazujg sie z czasem bardzo przydatnym narzedziem w badaniu
Swiata rzeczywistego. We wspolczesnej matematyce mamy do czynienia
z obiektami wysoce abstrakcyjnymi, calkowicie oderwanymi od zmy-
stowo poznawalnej rzeczywistosci. Wiele dziedzin matematyki nie ma
zadnych odniesierr i zadnych zastosowan (przynajmniej dotad) w takiej
czy innej praktyce, choé¢ - jak pokazuja liczne przykiady z historii nauki
- z czasem moga takie zastosowanie znalezé. Wystarczy tu wspomnied
chocby geometrie nieeuklidesowe, ktére zdawaty sie by¢ igraszka intelek-
tualng, a okazaty sie bardzo przydatne na przyklad w teorii wzgledno-
§ci (w kinematyce relatywistycznej). Matematyka jest nauka aprioryczna
i postuguje sie pojeciami apriorycznymi - jak wiec sie to dzieje, ze pojecia
te i badane przez matematyke zwigzki miedzy nimi pozwalajg tworzy¢
(mniej czy bardziej) adekwatne modele rzeczywistosci fizycznej, co wie-
cej, modele te umozliwiaja nie tylko opisywanie Swiata, ale pelnia takze
funkcje predyktywne, pozwalaja przewidywaé przyszle stany Swiata.
Wspolczesna matematyka jest oparta na teorii mnogosci - matematycz-
nej teorii zbioréw, w tym zbioréw nieskoniczonych. Gdzie jednak zna-
lez¢é w zmyslowo poznawalnej rzeczywistosci zbiory, zwlaszcza zbiory
nieskoniczone? A nieskoniczonosé, w szczegodlnosci nieskoriczonosé aktu-
alna, jest przeciez niezbednym, koniecznym elementem Swiata obiektow
matematyki. Wspoélczesne teorie matematyczne to (sformalizowane) teo-
rie aksjomatyczne. Przy tym aksjomatem moze by¢ nie tylko, jak dawniej
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przyjmowano, zdanie prawdziwe (zauwazmy, ze nie jest jasne, co to
mialoby znaczy¢), ale kazde wtasciwie zdanie - byle spelniony byt waru-
nek niesprzecznosci lezgcego u podstaw danej teorii ukladu aksjomatéw.
Dodajmy jeszcze, ze w tworzeniu (nowych) teorii matematycznych cze-
sto wazna role odgrywa pierwiastek estetyczny, co wiecej, dazenie do
piekna teorii jest jednym z motoréw rozwoju matematyki. Jak powiadat
angielski matematyk Godfrey Harold Hardy, piekno ,jest pierwszym
sprawdzianem; nie ma na Swiecie trwalego miejsca dla brzydkiej mate-
matyki”2. Twierdzenia abstrakcyjnych aksjomatycznych teorii matema-
tycznych mozna na wiele sposobéw interpretowac - i stanowi to o ich
sile i znaczeniu. Jak wiec taka teoria moze si¢ odnosi¢ do rzeczywistosci,
jak teorie sformalizowane moga by¢ praktycznie stosowane?

Pytanie o stosowalnoé¢ abstrakcyjnych teorii matematycznych do
opisu i badania $wiata zwigzane jest z ogélniejszym pytaniem epistemo-
logicznym, a mianowicie z pytaniem o to, jak i dlaczego mys$lenie ludzkie,
w szczegolnosci myslenie naukowe, pasuje, jest adekwatne w stosunku
do konkretnej rzeczywistoéci. Dlaczego rozumowanie zgodne z zasa-
dami logiki, wychodzace od prawdziwych przestanek, zawsze prowadzi
do prawdziwych wnioskéw - jest to wlasciwie pytanie o istote i status
praw i twierdzen logiki. Mamy tu zresztg do czynienia z jeszcze jednym
problemem, a mianowicie z problemem istnienia prawidlowosci i regu-
larnosci w $wiecie, z problemem istnienia praw przyrody, ktére umyst
ludzki, postugujac sie w szczeg6lnosci matematyka i logika, jest zdolny
odkrywad, formulowac i wykorzystywaé. Mozemy wiec méwié o pewnej
racjonalnosci $wiata, a nawet o racjonalnosci typu matematycznego. Jest
to jednak problem wykraczajacy poza ramy naszych rozwazan. Przyjmu-
jemy zatem fakt istnienia takich prawidlowosci bez podejmowania préby
odpowiedzi na pytanie o racje i przyczyny ich istnienia.

Zauwazmy, ze na gléwny problem naszych rozwazan mozna patrzec¢
z odmiennych perspektyw badawczych: inna bedzie perspektywa filo-
zofii matematyki, inna filozofii nauki, w szczegodlnosci filozofii fizyki,
inna jeszcze filozofii przyrody. Dodajmy tez, ze skoro matematyka jest

2 Cyt. za A.L. Hammond, Matematyka - nasza niedostrzegalna kultura, w: L.A. Steen,
Matematyka wspotczesna. Dwanascie esejow, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, War-
szawa 1983, s. 26-48; cytat na s. 34. Oryginal angielski: ,[Beauty] is the first test: there
is no permanent place in the world for ugly mathematics” (por. A.L. Hammond,
Mathematics - Our Invisible Culture, w: L.A. Steen (red.), Mathematics Today. Twelve
Informal Essays, Springer-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin 1978, s. 22).
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formulowana w jezyku ludzkim, zatem w kwestie relacji miedzy mate-
matyka a $wiatem uwiklany jest takze podmiot ludzki. Nalezatoby wiec
uwzgledni¢ takze role umystu i wziaé¢ pod uwage konstatacje filozofii
umystu i kognitywistyki. Dla ustalenia uwagi skupimy sie jednak w dal-
szym ciggu przede wszystkim na perspektywie filozofii matematyki.

Zanim sprébujemy opowiedzie¢, jak filozofia matematyki odpowiada
na sformulowane wyzej pytania, powinno sie dokona¢ zasadniczego roz-
réznienia. Nalezy mianowicie odrézni¢ matematycznos¢ i matematyzo-
walnos¢ $wiata. Przez matematycznosé Swiata rozumiemy teze gloszaca,
ze istnieje pewna odpowiednio$¢ miedzy obiektami, na przyktad przy-
rodniczymi i matematycznymi, ze kategorie matematyczne odnosza sie
do $wiata, ze $wiat jest ontycznie matematyczny, ze matematyka jest
sjezykiem przyrody”. Przez matematyzowalnos$¢ za$ nalezy rozumied
mozliwos¢ skutecznego i efektywnego uzywania metod matematyki
w dziedzinach wiedzy probujacych wyjasnia¢ $wiat i jego prawidlowo-
§ci, czyli fakt podatnosci $wiata, w tym przyrody, na opis wykorzystu-
jacy jezyk i metody matematyki.

Zauwazmy, ze teza o matematycznosci $wiata implikuje teze o jego
matematyzowalnosci. Jeéli $wiat jest matematyczny, to matematyka jest
kluczem do jego poznania i opisania. Dodajmy, ze problem - czy $wiat
jest matematyczny, zwiazany jest bezposrednio z pytaniem o to, czy
obiekty matematyki sa odkrywane czy tez tworzone przez matematyka.
Wsréd zwolennikéw tezy o matematycznosci $wiata/przyrody znajdu-
jemy Alfreda North Whiteheada, Wernera Heisenberga, Carla Friedricha
von Weizsédckera czy Rogera Penrose’a, a na gruncie polskim J6zefa
Zyciniskiego i Michala Hellera. Zyciniski pisal:

Specyficzny sens matematycznosci przyrody przejawia sie wiec w tym, iz
abstrakcyjnym formulom matematyki mozna przyporzadkowaé modele
niezamierzone w dziedzinie konkretnych procesoéw fizycznych®.

Heller za$ pisal:

[W] ogromnej liczbie doswiadczalnych sytuacji $wiat zachowuje sie
dokladnie tak, jakby rzeczywiscie mial czysto matematyczng strukture.

3 Penrose twierdzi, ze Swiat jest zbudowany wedlug modelu matematycznego, a my
go po kawatku odkrywamy.

4 . Zycinski, Jak rozumieé matematycznosé przyrody, w: M. Heller, J. Zyciriski, A. Micha-
lik (red.), Matematycznosé przyrody, OBI, Krakéow 1992, s. 28.
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Dzieki temu mamy prawo powiedzieé, ze modele matematyczne ujaw-
niaja strukture $wiata®.

W innym za$ miejscu:
Matematycznoé¢ przyrody polega na tym, ze struktura Wszechswiata jest

przedziwnie podobna do tych struktur, ktérych studiowaniem zajmuje
sie matematyka®.

W tym ujeciu matematycznos¢ przystuguje przyrodzie immanentnie -
mamy tu zatem do czynienia z tezg ontologiczng. Oznacza ona zar6wno
strukturalng, jak i funkcjonalng adekwatnos¢ przyrody w stosunku do
matematyki.

Dodajmy jeszcze, ze matematycznoé¢ przyrody jest w praktyce hipo-
teza robocza, z jaka fizycy przystepuja do badania materii.

Jak w historii nauki, dokladniej: w filozofii matematyki wyjasniano
kwestie¢ matematycznosci i matematyzowalnosci $wiata?

Zacznijmy od Platona (427-347 p.n.e.). Podstawa jego koncepcji jest
teoria idei gloszaca, ze istnieja dwa rodzaje bytu, tworzace dwa odrebne
Swiaty - niezmienne idee, ktére sa okreslonymi przedmiotami istnie-
jacymi poza czasem, przestrzenig i ludzkim poznaniem, oraz zmienne
rzeczy, postrzegane za pomoca zmystéw, mniej realne niz idee, bedace
zaledwie nietrwalymi cieniami idei. Idee istnieja prawdziwie, rzeczy zas
co najwyzej staja sie. Rzeczy sa odbiciami, cieniami idei, idee za$ sa wzo-
rami rzeczy - zatem idee sa bytowo uprzednie w stosunku do $wiata
materialnego. Obiekty matematyki naleza do $wiata idei. Twierdzenia
matematyki stosujg sie do $wiata rzeczy, gdyz te ostatnie s podobne
do idei jako swoich wzorcéw, dokladniej: uczestnicza w odpowiednich
ideach. W konsekwencji stosowalnos¢ matematyki do opisu $wiata prze-
staje by¢ zagadka.

Teoria Platona data poczatek koncepcjom zwanym w filozofii mate-
matyki platonizmem matematycznym. Platonizm nie jest jednolity. Cecha
wspélna koncepcji okredlanych tym mianem jest uznawanie istnienia
Swiata bytéw matematycznych, niezaleznego od $wiata materialnego
i od umystu ludzkiego. Sa one zatem w szczeg6lnosci niezalezne tez

5 M. Heller, Jak istnieje metryka Lorentza?, w: M. Heller, W. Skoczny, J. Zycinski (red.),
Spor o uniwersalia a nauka wspotczesna, OBI, Krakéow 1992, s. 31.

6 M. Heller, Co to znaczy, ze przyroda jest matematyczna?, w: M. Heller, J. Zycinski,
A. Michalik (red.), Matematycznosc przyrody, OBI, Krakow 1992, s. 10.
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od czasu i od przestrzeni. Swiat, zwlaszcza przyroda, staje sie¢ w pla-
tonizmie materialnym modelem teorii matematycznych czy uciele$nie-
niem struktur matematycznych. Koncepcja ta ma jednak pewne wady.
Ot6z nie wyjasnia ona w pelni zwigzkéw miedzy idealnymi obiektami
matematycznymi a przedmiotami fizycznymi/materialnymi. Dopusz-
cza tez rownolegle istnienie do postrzegalnej zmystowo rzeczywistosci
idealnego $wiata obiektow matematyki, ktére nie oddziatuja przyczy-
nowo na ten $wiat materialny. W konsekwencji nie ma bezposredniego
dostepu poznawczego do $wiata obiektéw matematycznych. Mozemy je
poznawac albo posrednio - przez zmystowe poznawanie rzeczywistosci
przyrodniczej, albo przy pomocy jakiego$ (niejasnego w istocie) rodzaju
intuicji czy bezposredniego ogladu rozumowego. Sam Platon tlumaczyt to
swoistg teorig anamnezy. Wedlug niego matematyk nawiazuje do obser-
wagji i postuguje sie¢ mysleniem obrazowym, ale jest to tylko okazja do
uswiadomienia sobie poje¢, a nie materiat do ich wytworzenia. Matema-
tyk bowiem jedynie przypomina sobie w ten sposéb pojecia, odwolujgc
sie do wrodzonej wiedzy o ideach, ktérg posiada jego umyst. Zdobyt ja,
ogladajac idee w poprzednim zyciu i zachowujac o nich pamieé. Dlatego
w obecnym zyciu nie trzeba juz zdobywaé wiedzy o ideach, wystarczy
ja sobie przypomnie¢. Wiedza wrodzona jest wlaénie , przypomnieniem”
- anamnezis (por. w zwiazku z tym dialog Menon).

Zwolennikami platonizmu byto i jest bardzo wielu matematykow?.
Znajdujemy wséréd nich Euklidesa (ok. 365-ok. 300 p.n.e.), neoplatonika
Proklosa Diadochusa (410-485), twérce teorii mnogosci Georga Cantora
(1845-1918), twoérce logicyzmu Gottloba Frege (1848-1925), Kurta Godla
(1906-1978) czy wreszcie wspottworce polskiej szkoly logicznej Jana
Lukasiewicza (1878-1956). Frege pisal, ze:

Okazalo sieg, ze liczba, ktéra zajmuje sie arytmetyka, musi by¢ traktowana nie
jako niesamodzielny atrybut, lecz rzeczownikowo (substantivisch). [...] Liczba
jawi sie [...] jako rozpoznawalny przedmiot, chociaz nie fizyczny ani nawet
przestrzenny, czyli taki, ktéry moglibySmy sobie jako$ wyobrazic®.

7 Zartobliwie powiada sig, ze 99,44% matematykéw to platonicy.

8 G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch-mathematische Untersuchung
iiber den Begriff der Zahl, Wilhelm Koebner, Breslau 1884, § 106. Przeklad polski (frag-
menty): O pojeciu liczby, w: R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycz-
nych, Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza, Poznar 2003
(wyd. III), s. 197-226; cytat na s. 224.
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Wedle Godla przyjecie tezy, ze obiekty matematyki istnieja realnie poza
czasem i przestrzenia oraz niezaleznie od umystu poznajacego (choé
nie wyjasnia on, czym one sg i jak istniejg) jest konieczne, by otrzymac
zadowalajacy system matematyki, tak samo jak przyjecie realnego ist-
nienia obiektéw fizycznych jest potrzebne do wyjasnienia wrazen zmy-
stowych. Pisat:

Klasy i pojecia moga by¢ pojmowane jako rzeczywiste obiekty istniejace
niezaleznie od naszych definicji i konstrukgji. [...] Wydaje sie, ze zatozenie
istnienia takich obiektoéw jest tak samo uzasadnione, jak przyjecie istnienia
ciat fizycznych, a przeciez jest wiele racji, by przyjac ich istnienie®.

Przy tym obiekty matematyczne sg wedle Godla czym$ réznym od
swej reprezentacji w teoriach matematycznych - sa w stosunku do nich
transcendentne. Podstawowe zrédlo wiedzy matematycznej stanowi
wedlug Godla intuicja. Dane intuicji musza by¢ rozwijane poprzez gleb-
sze badanie obiektow. W konsekwencji wiedza matematyczna jest nie
tylko wynikiem biernej kontemplacji danych intuicyjnych, ale jest takze
rezultatem aktywnosci umystu. Ta ostatnia ma charakter dynamiczny
i kumulatywny.

Jan btukasiewicz pisal, ze gdy zajmuje si¢ nawet najprostszym zagad-
nieniem logicznym, to ma wrazenie, ze znajduje si¢ ,, wobec jakiej$ potez-
nej, niestychanie zwartej i niezmiernie odpornej konstrukcji”. I dalej:

Konstrukeja ta dziata na mnie jak jakis konkretny dotykalny przedmiot,
zrobiony z najtwardszego materiatu, stokro¢ mocniejszego od betonu
i stali. Nic w niej zmieni¢ nie moge, nic sam dowolnie nie tworze, lecz
w wytezonej pracy odkrywam w niej tylko coraz to nowe szczegoty, zdo-
bywajac prawdy niewzruszone i wieczne. Gdzie jest i czym jest ta idealna
konstrukcja? Filozof wierzacy powiedzialby, ze jest w Bogu i jest mysla
Jego!0.

9 K. Godel, Russell’s Mathematical Logic, w: The Philosophy of Bertrand Russell, ed.
P.A. Schilpp, The Tudor Publ. Comp., New York 1944, s. 125-153 (cytat na s. 137);
takze w: P. Benacerraf, H. Putnam (eds.), Philosophy of Mathematics: Selected Readings,
Englewood Cliffs, New Jersey 1964, s. 211-232; wyd. II: Cambridge University Press,
Cambridge 1983, s. 447-469.

10 J. Lukasiewicz, W obronie logistyki, w: Mysl katolicka wobec logiki wspdtczesnej. Studia
Gnesnensia 15, s. 12-26, 159-165; cytat na s. 165. Przedruk w: J. Lukasiewicz, Z zagad-
nieri logiki i filozofii. Pisma wybrane. Paristwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa
1961, s. 210-219.
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Inna odpowiedz na pytanie o status ontologiczny obiektéw matema-
tyki i ich zwiagzek z rzeczywistoécia zmystowo poznawalng znajdujemy
u Arystotelesa (384-322 p.n.e.), ucznia Platona. Ot6z wedlug niego mate-
matyka nie jest nauka o niezaleznych bytach idealnych, w stosunku do
ktérych Swiat rzeczy jest wtdrny, ale jest nauka o obiektach wydobywa-
nych z rzeczy w procesie abstrakcji, czyli pewnego rodzaju idealizacji.
Jest wiec nauka o idealizacjach rozumianych jako wytwory odpowied-
niego procesu myslowego. Idee sg formami albo istotami rzeczy i tkwia
w samych tych rzeczach. Obiekty matematyczne sa wiec - podobnie
jak w platonizmie - rzeczywiste, sa myslowymi odbiciami form rzeczy,
istniejg obiektywnie, ale nie niezaleznie od $wiata rzeczy. Matematyka
jest nauka o wlasnosciach i zwigzkach wzajemnych tych obiektow, ktére
poprzez formy rzeczy stosuja sie do Swiata empirycznego. W dziele
Fizyka Arystoteles pisal:

Ciala fizyczne zawieraja plaszczyzny, odcinki i punkty, ktére to przed-
mioty bada matematyk [...], ale nie jako ograniczenia tego czy innego
ciata fizycznego, lecz rozpatruje je oddzielnie, poniewaz mozna je w mysli
oderwac od ruchu, nie popelniajac btedu®.

W Metafizyce znajduje sie taka oto wypowiedz:

Matematyk rozpatruje swoje obiekty ogolociwszy je z takich wlasnosci
jak lekkos¢, twardosé [...] i zatrzymuje sie tylko nad tym, co jest wielko-
Scig i rozciggloscia [...], badajac raz potozenie jednych rzeczy wzgledem
drugich i fakty, ktére stad wynikajg, innym razem ich wspoétmiernosci
i niewspoéimiernosci, jeszcze kiedy indziej ich stosunkil?

Stanowisko reprezentowane przez Arystotelesa nazywa sie w filo-
zofii realizmem umiarkowanym. Koncepcje gloszace taki realizm nie
sa jednorodne. Mieszcza sie wiec tu obok koncepcji Arystotelesa takze
koncepcja §w. Tomasza z Akwinu, koncepcje tomistow czy zwolenni-
kéw materializmu dialektycznego, a takze niektérych matematykow?!s.
Mozna tu tez umiesci¢ koncepcje Nicolasa D. Goodmana, ktéry glosi,

11 Arystoteles, Fizyka, ttum. K. Lesniak, w: Dzieta wszystkie, t. 2, PWN, Warszawa 1990,
193 b 22.

12 Arystoteles, Metafizyka, ttum. K. Lesniak, w: Dziela wszystkie, t. 2, PWN, Warszawa
1990, 1061 a 33.

13 Z matematykow polskich zwigzki miedzy matematyka a $wiatem przyrodniczym
podkreslali na przyktad Hugo Steinhaus czy Andrzej Mostowski.
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ze obiekty matematyki to formy matematyczne zjawisk fizycznych!.
Cecha 1aczaca te koncepcje jest uznanie obiektéw matematyki za abs-
trakcje z rzeczywistosci fizycznej. Przy tym nalezy podkresli¢, ze aby
wyjasni¢ calg zlozonoé¢ wspoélczesnej matematyki, dopuszcza sie tu
abstrakcje wielostopniowe, czyli abstrakcje z abstrakcji itd. Réznie tez
rozumie sie sam proces abstrakcji. W szczegdlnosci Arystoteles i tomi-
Sci mowia o abstrakcji pomijajacej zmiennoé¢, Jean Piaget o abstrakcji
odzwierciedlajacej, czyli abstrakcji z czynnosdci podmiotu, materializm
dialektyczny o abstrakcji uogoélniajacej, abstrakcji potencjalnego urzeczy-
wistnienia i abstrakcji nieskoriczonosci aktualnej™.

Cecha pozytywna umiarkowanego realizmu jest fakt, ze nie wikla
sie¢ on w trudnosci ontologiczne platonizmu. Wada jest w szczeg6Inosci
to, ze istnienie obiektéow matematycznych jest tu uzaleznione nie tylko
od przedmiotéow $wiata materialnego, ale réwniez od istnienia abstra-
hujacego podmiotu - musi bowiem istnie¢ nie tylko $wiat materialny,
ale takze kto$ lub co$ dokonujgce aktu abstrakcji. Dalej, niektére pojecia
matematyczne sa nie tyle abstrakcjami z obiektow fizycznych, ile ide-
alizacjami tychze. Co wiecej, w matematyce funkcjonuje wiele obiektow
niemajacych zwigzku z przedmiotami Swiata materialnego, ale powsta-
tych poprzez abstrakcje z abstraktow.

Pewnego podobienistwa do koncepcji Arystotelesa dopatrzec si¢ mozna
u empirystéw. Glosza oni, zZe poznanie matematyczne pochodzi catko-
wicie z doswiadczenia. Zaliczy¢ tu mozna Johna Locke’a (1632-1704),
Davida Hume’a (1711-1776) czy Johna Stuarta Milla (1806-1873). Ten
ostatni glosit na przyklad, Ze pojecia matematyczne sa wyabstraho-
wane z obiektow otaczajacej nas rzeczywistosci poznawalnej zmystowo
poprzez pominiecie pewnych cech realnych przedmiotéw przy jednocze-
snym uogoélnieniu i wyidealizowaniu innych. W dziele System of Logic
(1843, s. 350) pisal:

14 Por. N. Goodman, Mathematics as Natural Science, ,Journal of Symbolic Logic” 1990,
nr 55, s. 182-193.

15 Por. ]. Piaget, Psychologia i epistemologia, ttum. Z. Zakrzewska, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1977, oraz A. Lemariska, Przedmiot matematyki
w materializmie dialektycznym, w: M. Lubanski i Sz. Slaga (red.), Z zagadniesi filozofii
przyrodoznawstwa i filozofii przyrody, t. 7, Akademia Teologii Katolickiej Warszawa
1985, s. 23-53.
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Punkty, linie, kota i kwadraty, jakie kto§ ma w swoim umysle, sa w moim
rozumieniu po prostu kopiami punktéw, linii, két i kwadratéw, z jakimi
sie on poznal w swoim dos$wiadczeniu’®.

W tym ujeciu stosowalnos¢ matematyki do opisu $wiata pozostaje nie-
rozwigzalng zagadka.

Obiektéw matematyki szuka tez podobnie jak Arystoteles w rzeczach
zyjacy w XV wieku teolog i matematyk, jeden z ostatnich scholasty-
kéw, Mikotaj z Kuzy (1401-1464), przy tym uzasadnia on swe stanowi-
sko teologicznie. B6g stworzyl $wiat wedle zasad i praw matematyki
i umiescil w rzeczach tego Swiata idee matematyczne, takie jak liczby
czy figury geometryczne. Czlowiek prébuje pojac¢ i zrozumie¢ to Boze
dzieto, stworzone i panujace w nim zaleznosci, symulujac i rekonstruujac
je w matematyce.

Podobnie sadzit Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), powiadajac
,Dum Deus calculat et cogitationem exercit, fit mundus”1” (Gdy Bég liczy
i zamysla, Swiat sie staje). Zdanie to stanowi jadro racjonalizmu Leibniza
grajacego wedle niego istotng role w matematyce. Matematyka jest zatem
boskim Zrédlem Bozego stworzenia. Stosowalno$¢ matematyki do opisu
i wyjadniania $wiata nie stanowi wiec juz problemu, wiecej, staje sie
warunkiem takiego opisu (w wymiarze kosmologicznym). Matematyka
staje sie¢ odkrywaniem i rekonstruowaniem boskiego ratio w stworzeniu.

Podobnie zdaja sie sadzi¢ Zycinski i Heller. Skoro obiekty i struktury
matematyczne sa czyms$ abstrakcyjnym i idealnym, to chcac wyjasnic¢
matematyczno$¢ $wiata, musimy przyjaé zalozenie istnienia Boga jako
Wielkiego Matematyka, ktory nadal rzeczywistosci ksztalt matema-
tyczny. Heller powie nawet, ze ,Boég to Matematyka”. Przy tym nigdy
nie poznamy $wiata do konca, bo nasza matematyka jest zbyt prosta
w stosunku do tej, ktéra postuguje sie Bég i ktora jest ,zakodowana”
w Swiecie.

16 J.S. Mill, System of Logic Ratiocinative and Inductive, Being a connected View of the
Principles of Evidence and the Methods of Scientific Investigation, 1843; przeklad pol-
ski: System logiki dedukcyjnej i indukcyjnej, ttum. C. Znamierowski, PWN, Warszawa
1962; fragmenty takze w: R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycz-
nych, Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza, Poznar 2003
(wyd. III), s. 147-150; cytat na s. 148.

17" Por. jego esej Dialogus, August 1677, s. 191.
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Jeszcze inne wyjasnienie fenomenu adekwatnosci matematyki
w stosunku do $wiata daje wielki filozof krolewiecki Immanuel Kant
(1724-1804). Wedle niego twierdzenia matematyki czystej s3 sadami syn-
tetycznymi (czyli rozszerzajacymi nasza wiedze) a priori (czyli sg nie-
zalezne od dos$wiadczenia zmystowego). Nie moga one by¢ zdaniami
empirycznymi, czyli a posteriori, gdyz sa powszechne i konieczne. Musza
za$ by¢ syntetyczne, gdyz dotycza jednostkowych wyobrazen, jakimi sa
przestrzen i czas. Pojawia sie jednak problem: jak w ogéle sa mozliwe
zdania syntetyczne a priori? Kant udzielit odpowiedzi na to zasadnicze
pytanie w Krytyce czystego rozumu i w Prolegomenach do wszelkiej przysztej
metafizyki, ktora bedzie mogta wystqpic jako nauka.

Wedle niego przestrzen i czas nie sa realnymi przedmiotami istnie-
jacymi poza nami, czyli poza poznajacymi podmiotami, lecz sg stalymi
formami naszej zmystowosci, naszego ogladu, tzn. s3 dodawane przez
nasze zmysly do odbieranych przez nas wrazen. W konsekwencji nie
docieramy w naszym poznaniu do rzeczy samych w sobie (Ding an
sich), nie poznajemy ich takimi, jakie s3 same w sobie, bo ujmujemy je
w pewnych, wilasciwych naszej zmystowosci formach, tzn. w formach
czasu i przestrzeni, ktére sa formami porzadkujacymi nasze wrazenia
zmystowe.

Matematyka bada wlasnie czas (arytmetyka) i przestrzenn (geome-
tria) jako aprioryczne formy naocznosci. Zajmuje si¢ wiec sferg czystego
ogladu. Pozwala ujmowac¢ i organizowaé oraz strukturyzowac strumien
wrazen plynacy od $wiata. W Prolegomenach Kant pisal:

Ot6z przestrzen i czas sa tymi danymi naocznymi (Anschauungen), ktére
czysta matematyka kladzie u podstaw wszystkich swych poznan i sadow,
wystepujacych zarazem jako apodyktyczne i konieczne. [...] Geometria
kladzie u [swych] podstaw czysta naocznos¢ przestrzeni. Arytmetyka
nawet swoje pojecia liczb wytwarza przez kolejne dolaczanie jednostek
w czasie; zwlaszcza jednak czysta mechanika moze wytworzy¢ swe poje-
cia ruchu tylko za pomoca wyobrazenia czasu'.

Kant nie twierdzi, ze dla pelnego opisu struktury przestrzeni i czasu
wystarczy bierna kontemplacja. Przeciwnie - zaktada aktywnos¢ umystu.

18 1. Kant, Prolegomena zu einer jeden kiinftigen Metaphysik, die als Wissenschaft wird
auftreten konnen, 1783; przeklad polski: Prolegomena do wszelkiej przysztej metafizyki,
ktora bedzie mogta wystqpic jako nauka, ttum. B. Bornstein, oprac. J. Suchorzewska, PWN,
Warszawa 1960 (wyd. I), 1993 (wyd. II); cytat na s. 47.
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Umyst konstruuje pojecia matematyczne w tym sensie, ze wychodzac
poza werbalne definicje tych poje¢, dostarcza stosownych przedmiotow
a priori. Trzeba tez podkresli¢, ze Kant wyraznie odréznia konstrukcje
obiektu i postulowanie jego istnienia. Nie mozna wiec na przyklad skon-
struowaé sfery pieciowymiarowej, ale mozna postulowac jej istnienie.
Whtasnie to rozréznienie postulowania istnienia obiektu matematycznego,
co wymaga tylko wewnetrznej niesprzecznosci, i jego konstrukgji, ktéra
wymaga, by przestrzen percepcyjna miala pewna okreslona strukture,
jest bardzo wazne dla zrozumienia filozofii Kanta.

Wedle Kanta twierdzenia matematyki czystej sa - jak powiedzieli-
$my wyzej - zdaniami syntetycznymi a priori. Sa zatem konieczne. Zda-
nia matematyki stosowanej natomiast sa albo zdaniami syntetycznymi
a posteriori (gdy dotycza treéci empirycznej doznan zmystowych), albo
zdaniami syntetycznymi a priori (gdy mowia o przestrzeni i czasie).
Matematyka czysta mowi o przestrzeni i czasie niezaleznie od mate-
rialu empirycznego, zaé matematyka stosowana odnosi sie do struktury
przestrzeni i czasu wraz z wypelniajagcym je materialem.

Dlaczego jednak twierdzenia matematyki nadaja sie do opisu rzeczy-
wistoéci poznawalnej zmystowo? Kant odpowiada na to pytanie, piszac
w Prolegomenach tak:

Jezeli jednak obraz ten, lub raczej ta naocznosé formalna [tzn. czas i prze-
strzeni - uwaga moja, R.M.] jest istotng wlasnoscia naszej zmystowosci, za
pomoca ktérej jedynie bywaja nam dane przedmioty, ta zas zmystowosé
przedstawia nie rzeczy same w sobie, lecz tylko ich zjawiska, to juz bardzo
fatwo daje sie pojac i jest zarazem nieodparcie dowiedzione, ze wszystkie
zewnetrzne przedmioty naszego Swiata zmystowego musza koniecznie
z zupelna dokladnoscig zgadzaé sie z twierdzeniami geometrii; zmysto-
wos¢ bowiem dzieki swej formie naocznosci zewnetrznej (przestrzeni),
ktéra zajmuje sie geometria, sprawia dopiero, Zze owe przedmioty jako
same tylko zjawiska staja si¢ mozliwe. [...] poniewaz przestrzen, jak ja
sobie mysli geometra, jest catkiem dokladnie forma zmystowej naocznosci,
ktéra znajdujemy w nas samych a priori i ktéra zawiera w sobie podstawe
mozliwosci wszystkich zjawisk zewnetrznych (co do ich formy), przeto
zjawiska musza koniecznie i jak najsciSlej zgadzac¢ sie z twierdzeniami
geometry, ktére on wyprowadza nie z jakiego$ zmyslonego pojecia, lecz
z podmiotowej podstawy wszystkich zjawisk zewnetrznych, mianowicie
z samej zmystowosci®®.

1 Dz. cyt., s. 55-56.
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Kant powiada nawet, ze:

Tyle jest w kazdym poznaniu prawdziwej nauki, ile jest w nim mate-
matyki?.

Jeszcze inng odpowiedz daje Willard Van Orman Quine (1908-2000).
Wedlug niego matematyke nalezy rozwazac nie w oderwaniu od innych
nauk, ale jako element ogoétu teorii wyjasniajacych rzeczywistoscé?!. Takie
holistyczne spojrzenie na nauke doprowadzilo go do sformufowania
tzw. argumentu z niezbednosci (indispensability arqument), bedacego
we wspoblczesnych dyskusjach na temat ontologii matematyki jednym
z najwazniejszych argumentéw na rzecz realizmu. Argument ten glosi,
ze jesli jesteSmy realistami w stosunku do teorii fizycznych postuguja-
cych sie matematyka jako narzedziem, to konsekwentnie powinnismy
przyjac tez stanowisko realistyczne w odniesieniu do obiektéw matema-
tycznych, o ktérych mowa w teorii. Skoro matematyka jest niezbedna
na przyklad w teoriach fizycznych, to istnieja jej obiekty, podobnie jak
istnieja na przyklad elektrony (jako jedne z obiektéw fizyki niezbed-
nych do jej uprawiania). Quine przyjmuje bowiem tylko jeden sposéb
istnienia. Nie mamy wiec u niego do czynienia z istnieniem: fizycznym,
matematycznym, intencjonalnym, konceptualnym itp., tylko po prostu
z istnieniem. Odrzuca tez mozliwos¢ podziatu teorii naukowych na
cze$¢ analityczng (czysto konwencjonalng) i syntetyczng (dotyczaca rze-
czywisto$ci). Zauwazmy, ze oparcie sie¢ na argumencie z niezbednosci
pozwala na naturalne wyjaénienie faktu stosowalnoéci matematyki do
opisu i rozumienia $wiata rzeczywistego. Matematyka jako narzedzie
wchodzi bowiem po prostu w sklad konstruowanych teorii o Swiecie.

Dodajmy, ze stanowisko podobne do stanowiska Quine’a reprezen-
tuje rowniez Hilary Putnam (1926-2016). Stad tez argument z niezbed-
noéci nazywa si¢ czesto w literaturze argumentem Quine’a-Putnama.

Pewna nowa odpowiedz proponuje modna ostatnio w filozofii mate-
matyki koncepcja strukturalistyczna, wedle ktérej matematyka bada
struktury, a nie obiekty. Nie pytamy zatem na przyklad, czym sa liczby

20 Cyt. za L. Kant, Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft, s. 13. Tekst orygi-
nalny: ,[...] in jeder besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche Wissenschaft ange-
troffen werden konne, als darin Mathematik anzutreffen ist”.

21 Na temat koncepcji Quine’a por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dzie-
jow, Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza, Poznan 2017
(wyd. VI), s. 111-112.
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naturalne, nie ma to bowiem zadnego znaczenia. Istotne sa tylko zwiazki
miedzy czyms, co nazywamy liczbami. W istocie matematycy nie badaja
wlasnosci liczb czy innych obiektéw jako takich, a jedynie zwigzki i rela-
cje miedzy nimi. Interesujg ich wlasnosci strukturalne, a nie wtasnosci
samych pojedynczych wyrwanych z kontekstu obiektéw. Moze to dla-
tego jej twierdzenia daja sie stosowac w konkretnych rzeczywistych sytu-
acjach, mimo ze dotycza obiektéw abstrakcyjnych, jakimi sg struktury.

Popularne jest w ostatnich czasach w filozofii matematyki podejscie
uwzgledniajace rzeczywista praktyke badawcza matematykow. Wsréd
tego typu koncepcji znajdujemy w szczegélnosci koncepcje Raymonda
Louisa Wildera, patrzacego na matematyke jako na system kulturowy?2.
Prébuje sie tam odpowiadac na rozwazane przez nas pytanie dotyczace
stosowalnosci matematyki do opisu §wiata w nastepujacy sposob: ot6z,
jesli matematyka tak jak fizyka, chemia czy inne tym podobne dyscypliny
s systemami kulturowymi i problemy, nad ktérymi pracujg matematycy,
fizycy czy chemicy, s im sugerowane w pewien sposéb przez sily kultu-
rowe dziatajgce w ramach odpowiednich subkultur oraz jesli dodatkowo
kontakty miedzy matematykami, fizykami i chemikami sa wystarcza-
jaco silne, to nalezy sie spodziewad, ze matematyka bedzie sie nadawata
do stosowania w naukach przyrodniczych. W ten sposéb otrzymujemy
socjologiczno-kulturowe wyjasnienie , efektywnosci matematyki” (wyja-
$nienie, ktére, dodajmy, nie jest chyba niestety w pelni zadowalajace, bo
zatrzymuje si¢ na poziomie zjawiskowym i socjologicznym tylko, a nie
podaje gtebszych racji ontologiczno-epistemologicznych).

Nie wspomnieliémy do tej pory kilku waznych koncepgji i stano-
wisk filozofii matematyki, takich jak nominalizm i konceptualizm czy
klasyczne kierunki wspoélczesnej filozofii matematyki, tzn. logicyzm,
intuicjonizm i formalizm. Nie wnosza one jednak nic nowego do rozwa-
zanego przez nas problemu. Wedlug nominalizmu pojecia matematyki
sa jedynie czystymi nazwami, a matematyka staje sie dziedzing, w kto-
rej bada sie zwigzki miedzy tak rozumianymi pojeciami, staje si¢ ona
nauka formalng, gra na symbolach bez zadnego zwigzku z rzeczywisto-
Scig materialng. Prébuje sie nawet (na przykiad Field 1980) pokazywac,
ze matematyka, w szczeg6lnosdci aparat matematyczny, jest w istocie
zbedny na przyklad w fizyce - fizyke mozna uprawia¢ bez matematyki,
matematyka nie wnosi niczego do naszego pojmowania i rozumienia

22 Por. R.L. Wilder, Mathematics as a Cultural System, Pergamon Press, Oxford 1981.
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$wiata, niczego, co byloby empirycznie wazne?. Ten rodzaj nominali-
zmu nazywa si¢ w filozofii matematyki fikcjonalizmem - glosi on, ze
obiekty matematyki to jedynie uzyteczne fikcje. Prébuje sie uzasadniac te
teze poprzez pokazywanie rekonstrukgji teorii fizycznych, w ktérych to
rekonstrukcjach wyeliminowano aparat matematyczny. Nie jest to oczy-
wiscie pelne uzasadnienie - wspomniane rekonstrukcje dotycza jedynie
pojedynczych teorii - u Hartry’ego Fielda jest to Newtonowska teoria
grawitacji. Co wiecej, rozwazana teza zalamuje sig, gdy przejdzie sie
na przykiad do mechaniki kwantowej, w ktérej - jak powiada Werner
Heisenberg - ,Dopiero teoria rozstrzyga, co mozna zaobserwowac”?.
Przy okazji widzimy tu, ze pojecie rzeczywistosci zewnetrznej czy poje-
cie $wiata, w badaniu ktérych stosujemy matematyke, jest dzi$ inne,
niz bylo dawniej. Dzi§ mozna powiedzie¢, ze mikroswiat i makroswiat
,rozpuécily” sie niejako w matematyce. Tak jest na przyklad w mecha-
nice kwantowej czy w kosmologii - tutaj granice miedzy matematyka
a rzeczywistoscia fizyczna niejako sie zacieraja.

Konceptualizm z kolei (gloszony m.in. przez intuicjonizm) twierdzi, ze
pojecia matematyki to swobodny twoér umystu ludzkiego, ktéry nie musi
bra¢ pod uwage rzeczywistosci zewnetrznej czy ktéry - jak w intuicjo-
nizmie - opiera si¢ na pierwotnej intuicji liczby naturalnej, a zwigzek tej
z kolei ze $wiatem zewnetrznym jest niejasny. Kwestia zatem stosowalnosci
i adekwatnosci matematyki w stosunku do Swiata rzeczywistego pozostaje
zupelnie niewyjasniona. Logicyzm i formalizm w og6le nie zajmowaly sie
ta kwestig, gdyz ich celem bylo zbudowanie solidnych podstaw dla mate-
matyki (zbudowanej na gruncie teorii mnogosci) jako takiej poprzez zre-
dukowanie jej do czego$ prostszego i pewniejszego, na przyklad do logiki
(w logicyzmie) czy do matematyki finitystycznej, opartej na jasnym i bez-
posrednim ogladzie w stylu Kantowskim (w formalizmie).

Z przedstawionych wyzej rozwazan wynika, ze odpowiedz na pytanie
o to, dlaczego matematyka pozwala rozumie¢ i opisywaé $wiat, winna
w istocie brzmie¢: NIE WIEMY. Niektérzy méwia tu wiec o ,niepojetej
skutecznosdci matematyki w naukach przyrodniczych” (the unreasonable

2 Por. H. Field, Science Without Numbers: The Defence of Nominalism, Princeton Univer-
sity Press, Princeton 1980; wyd. II rozszerz.: Oxford University Press, Oxford 2016.

2 W. Heisenberg, Der Teil und das Ganze - Gespriche im Umbkreis der Atomphysik,
R. Piper & Co. Verlag, Miinchen 1969, s. 92.
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effectiveness of mathematuics in the natural science) - tak twierdzi w szcze-
golnosci Eugen P. Wigner (1902-1995), czesto cytowany fizyk i laureat
Nagrody Nobla (1963) w dziedzinie fizyki za wklad do teorii jadra ato-
mowego i czastek elementarnych oraz za odkrycie podstawowych zasad
symetrii unitarnej. Pisze on, ze ,niezwykla uzyteczno$¢ matematyki
w naukach przyrodniczych jest czyms$ graniczacym z tajemnica, [...] nie
ma zadnego racjonalnego wyjasnienia tego faktu”?>. Dostrzegajac - jak to
okresla - dwa cuda praw fizyki, tzn. istnienie praw przyrody i zdolnos¢
umystu ludzkiego do odgadywania ich - dochodzi do nastepujacego
wniosku:

Cud odpowiednioéci jezyka matematyki do wyrazania praw fizyki jest
niezwyklym darem, ktérego nie rozumiemy i na ktéry nie zastugujemy.
Powinnisémy by¢ za niego wdzieczni i mie¢ nadzieje, ze pozostanie on
w mocy [takzZe] w przysztych badaniach i rozszerzy sie - na lepsze lub
gorsze, dla naszej przyjemnosci, a by¢ moze tez ku naszej konfuzji - na
inne gatezie wiedzy?®.

Wedle Eugena P. Wignera matematyce nie przystuguje zadna tre$¢, mate-
matyka jest jedynie ,,zabawa formalng”. Matematyk nie posiada w isto-
cie zadnej wiedzy, a jedynie pewne szczeg6lne umiejetnosci zrecznego
operowania pojeciami.

Zauwazmy, ze cho¢ Wigner méwi w swoim artykule o skutecznosci
matematyki w naukach przyrodniczych, to w istocie chodzi mu gtéwnie
o nauki takie, jak: fizyka, chemia czy astronomia. Okazuje si¢ bowiem,
ze matematyka jest mniej skuteczna, czy wrecz nieskuteczna, na przy-
ktad w biologii, naukach spolecznych czy humanistycznych. Z czego
to wynika? By¢ moze ze ztozonosci struktury ukladéw badanych przez
te nauki. A moze nie stworzono jeszcze odpowiednich teorii matema-
tycznych?

Nie wiemy zatem, na czym polega i jakie ma zrédlo stosowalnosé
matematyki do $wiata rzeczywistego. Potwierdza sie wiec teza Leszka
Kotakowskiego, ktéry powiedzial kiedys, ze filozofowie potrafia pytac,
a nie dawac przekonujace odpowiedzi. Poprzestanmy zatem na pieknym
adagium pochodzacym od polskiego matematyka Hugona Steinhausa
(1887-1972), ktory zreszta bardzo cenil matematyke stosowanag i z powo-

% Dz. cyt.
2 Dz. cyt.
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dzeniem zajmowal sie zastosowaniami matematyki. Wypowiedzial on
zdanie (wyryte zreszta na jego nagrobku):

Miedzy duchem a materig posredniczy matematyka.

Amerykanski architekt Claude Fayette Bragdon (1866-1946) powie-
dziat zas:

Matematyka to pismo wyryte w ludzkiej $wiadomosci przez samego
Ducha Zycia?’.

Czy to, ze nie mamy rozstrzygajacych odpowiedzi na nasze pytania,
powinno nas martwi¢? Pewnie tak. I powinno stymulowaé¢ do dalszych
poszukiwan. Pamietajmy jednak, ze postep w filozofii polega nie tylko
na udzielaniu odpowiedzi na pytania filozoficzne, lecz takze na dosko-
naleniu aparatury pojeciowej, w ktérej wyraza sie tezy filozoficzne, i na
eliminacji btednych rozwigzan. Albert Einstein powiedziat zas kiedys:

Najpiekniejsza i najglebsza rzeczg, jaka czlowiek moze przezyé¢, jest uczu-
cie tajemniczosci/ tajemniczego?®®.

27 Mathematics is the handwriting on the human consciousness of the very Spirit of
Life itself” - C.F. Bragdon, Architecture and Democracy, s. 61.

28 Das Schonste und Tiefste, das der Mensch erleben kann, ist das Gefiihl des
Geheimnisvollen” - A. Einstein, Mein Glaubensbekenntnis (1932), http:// www.ein-
steinwebsite.de/z_biography/glaubensbekenntnis.html.
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CZY POWINNA NAS DZIWIC
MATEMATYCZNOSC SWIATA?

Ks. Jerzy DADACZYNSKI

Wydzial Filozoficzny

Uniwersytetu Papieskiego Jana Pawla II w Krakowie

Tekst niniejszy stanowi nieznaczne rozszerzenie wykladu wyglo-
szonego podczas Konferencji w Poznaniu. Zakres samego wystapienia
konferencyjnego zostat istotnie zmieniony (ograniczony) po wystapieniu
prof. Romana Murawskiego, ktéry w sposéb wyczerpujacy i syntetyczny
omoéwit kwestie matematycznosci Swiata z punktu widzenia poszczegdl-
nych szkét filozofii matematyki, co miato byé réwniez celem wystapie-
nia autora niniejszego artykutu. Dlatego prezentowany tekst dziedziczy
zmiane dokonana w wystgpieniu i jest rozumiany jako pewne dopowie-
dzenie do artykutu prof. Romana Murawskiego, ktéry ukazuje sie w tym
samym tomie. Stad celowo nie s3 w nim podejmowane pewne kwestie
sygnalizowane w tekscie prof. Murawskiego. Stad tez - w oczywisty spo-
s6b - nie moze on aspirowa¢ do miana syntetycznej i wyczerpujgcej pre-
zentacji kwestii matematycznosci przyrody. Eksponowane s natomiast
w niniejszym tekscie pewne zagadnienia, ktére niezbyt czesto pojawiaja
sie w dyskusji fenomenu matematycznosci $wiatal.

Wystarczy tu chociazby wskazaé¢ filozofie pitagorejczykéw, ktorzy
zauwazyli, systematycznie podjeli i przedstawili pierwsze rozwigzanie
kwestii matematycznosci $wiata. Poruszona zostanie réwniez sprawa
rachunku rézniczkowego i catkowego Newtona i Leibniza. Ich calculus

1 Matematycznosé Swiata rozumie sie tutaj jako jego ceche, natomiast matematyzo-
walnos¢ $wiata jako mozliwos¢ opisywania (ttumaczenia) go w jezyku matematyki.
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z jednej strony uchodzi za paradygmat fragmentu jezyka matematyki,
ktéry pozwolit opisaé istotne aspekty swiata, z drugiej jednak - i na to
zwrdécono uwage - nie spetnial u swych poczatkéw starozytnych stan-
dardéw teorii matematycznej i zyskal je dopiero w XIX wieku dzieki
pracom Bernharda Bolzana, Augustina Cauchy’ego i Karla Weierstrassa,
a wiec ponad péttora wieku po wejsciu w zycie zasad nowozytnej fizyki.
I wreszcie przypomniana jest starozytna teoria astronomiczna Ptoleme-
usza, zmatematyzowana, dajaca dobre przewidywania, ktéra ostatecznie
- z fizycznego punktu widzenia - okazala si¢ by¢ falszywa. Moze to
by¢ pewna przestroga dla fascynacji powszechna stosowalnoscia jezyka
matematyki w opisie §wiata. W kazdym razie wskazuje na to, ze sam fakt
skutecznej stosowalnosci matematyki w teorii przyrodniczej nie musi by¢
jeszcze gwarantem poprawnosci samej teorii.

Jedli chodzi o tytulowe pytanie, to zadaniem niniejszego tekstu jest
pokazanie, ze odpowiedzZ na nie jest funkcjg przyjmowanej filozofii mate-
matyki, a dokladniej jej ontologii. Przy czym poszczegdlne koncepcje
ontologii matematyki same podlegaja ocenom, ktére determinuja wartosc¢
rozwigzan problemu matematycznosci $wiata.

SZKOLA PITAGOREJSKA

Zasadniczym fundamentem filozofii pitagorejczykéw byta matema-
tyka, przede wszystkim arytmetyka. Uprawiali oni matematyke jako
nauke w tym znaczeniu, ze dowodzili twierdzen, co zapoczatkowane
zostato wlasnie w starozytnej Grecji. Znali oni pewna grupe twierdzen
dotyczacych liczb naturalnych, zajmowali sie juz dzielnikami tych liczb
i w konsekwencji znane im byto pojecie liczb pierwszych. Znali tez liczby
wymierne (dodatnie), i potrafili w ich dziedzinie wskaza¢ dziatania,
co bylo znacznym postepem w stosunku do matematyki babiloniskiej,
w ramach ktérej wprowadzono wylacznie utamki o mianowniku 60 oraz
o mianowniku réwnym kwadratowi tej wartosci. Pitagorejczycy zdawali
sobie sprawe z kongruencji w dziedzinie liczb wymiernych i z tego, iz
poszczegdlne, wyréznione przy jej pomocy, klasy liczb wymiernych
mogly by¢ reprezentowane przez jeden, nalezacy do danej klasy, utamek.

Co istotne dla prowadzonych rozwazan, pitagorejczycy odkryli, iz
pewne relacje w $wiecie zewnetrznym mozna opisywaé przy pomocy
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stosunkéw liczb naturalnych (utamkéw). To spostrzezenie z zakresu aku-
styki uogoélnili na caly $wiat fizyczny. Dysponujac odpowiednia mate-
matyka (arytmetyka), twierdzili nie tylko, ze $wiat da sie opisa¢ przy
pomocy liczb naturalnych i ich stosunkéw ($wiat jest matematyzowalny),
ale uwazali wrecz, Ze $wiat jest matematyczny i to w sposob skrajny -
podstawowym ,budulcem” $wiata sa liczby.

Z tekstow Arystotelesa wynika, ze za jego czaséw Scieraly sie dwie
interpretacje ,,arytmetycznej” ontologii §wiata pitagorejczykéw: formalna
i materialna. Pierwsza, ,popularniejsza,” moéwila, ze liczby to czynnik
,formalny” Swiata, druga stwierdzala, ze liczby sa wrecz czynnikiem
,materialnym” $wiata2.

W kazdym razie pitagorejczycy stanowili pierwsza szkole filozo-
ficzna, ktéra sformulowala teze o matematycznosci $wiata. Mozliwosé
zbudowania tego pogladu wynikata z dwu przynajmniej przestanek. Po
pierwsze, pitagorejczycy dysponowali odpowiednio rozbudowang - jak
sie wowczas wydawalto - arytmetyka: liczb naturalnych i ich stosun-
kow (arytmetyka liczb wymiernych dodatnich). Po wtére, jako wczesna
formacja filozofii greckiej poszukiwali oni arche, pierwiastka, z ktérego
jest zbudowany $wiat. Po serii naturalistycznych rozwigzan tej kwestii:
ziemia, woda, powietrze, ogieri, zaprezentowali bardziej wyrafinowane
rozwigzanie tego problemu. Wedlug pitagorejczykéw poszukiwane arche
to liczby (rozumiane jako mnogosci jednostek).

Koncepcja pitagorejczykéw bardzo szybko legla w gruzach. Powo-
dem bylo odkrycie - dokonane w ich wiasnym srodowisku - niewy-
miernosci. Okazalo sig¢, ze stosunek dwoch odcinkéw nie zawsze moze
by¢ ujmowany jako stosunek dwéch liczb naturalnych. To automatycznie
bylo aplikowalne w &wiat fizyczny: stosunek dwoéch przebytych drog
- np. przekatnej kwadratu o boku jednostkowym oraz samego boku
,naszkicowanych” na jakims$ placu w Wielkiej Grecji - nie byt wyrazalny
jako stosunek dwoch liczb naturalnych. Znana pitagorejczykom matema-
tyka okazala sie jednak za ,slaba”, by przy jej pomocy matematyzowac
rzeczywisto$¢ fizyczng. Tym bardziej twierdzi¢, ze jest ona ,, zbudowana”
z matematycznego arche.

W konsekwencji odkrycie niewymiernoséci prowadzito do obalenia
pitagorejskiej filozofii, a konkretnie do obalenia pitagorejskiej ontolo-
gii. Niemniej szkota z Wielkiej Grecji zbudowala pierwsza historycznie

2 Por. W. Tatarkiewicz, Historia filozofii, t. 1, PWN, Warszawa 1988, s. 44.
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koncepcje probujaca tlumaczy¢é matematycznosé Swiata. Zreszta samo
dostrzezenie pewnych zwigzkéw o charakterze matematycznym w $wie-
cie fizycznym i teoretyczne rozszerzenie tego spostrzezenia na wiek-
szo$¢ aspektow Swiata fizycznego oraz konsekwentnie wyartykutowanie
tezy o matematycznosci Swiata tez nalezy do osiagnie¢ szkoly pitago-
rejskiej.

PLATON

Stwierdzona przez pitagorejczykéw matematycznos¢é Swiata sto-
sunkowo szybko znalazla nowe uzasadnienia w dwoch wielkich kon-
cepcjach filozoficznych powstatych w starozytnej Grecji: w systemach
Platona i Arystotelesa.

Wedtug Platona , prawdziwa” rzeczywistoscia jest $wiat idei: obiek-
tow pozaczasowych i pozaprzestrzennych. Swiat fizyczny jest ich ,cie-
niem”, niedoskonatym odwzorowaniem. Cziowiek ma dostep poznawczy
do idei na drodze anamnezy, jego dusza istniala przed wejsciem w $wiat
materialny w $wiecie idei, dlatego czlowiek ,przypomina” sobie idee.
Jednoczesnie postrzega ,Slady” idei w §wiecie fizycznym, ktory jest nie-
doskonalym odwzorowaniem $wiata idei.

Co istotne, Platon stwierdza, ze obiekty opisywane przez matematyke
sq ideami. A jesli tak, to jak inne idee sa odzwierciedlane w $wiecie
fizycznym. Dlatego tez Swiat fizyczny jest matematyczny.

ARYSTOTELES

Arystoles, ktéry nie akceptowal rozbudowanej ontologii Platona,
przede wszystkim za$ istnienia obiektéw pozaprzestrzennych i poza-
czasowych, zbudowal, w opozycji do swojego poprzednika, ontologie
hylemorficzna. Twierdzit on, ze istnieja jedynie obiekty czasowe i prze-
strzenne. Wszystkie one zbudowane sa z materii i formy. W pewnym
sensie formy obiektéw zastepowaly idee Platona. Inaczej niz u Platona
nie tworzyly one wlasnego $wiata. Formy przedmiotéw zawsze byly
zwigzane z materig, z ktérg konstytuowaly konkretne obiekty. Formy
posiadaly ,skladowe” matematyczne, np. geometryczne: koto, kwa-
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drat, elipsa, odcinek itd,. lub arytmetyczne: diugosé obiektu, licznosé
elementéw, z ktérych dany obiekt byl ztozony. Poznanie owych mate-
matycznych ,skltadowych” form dokonywalo sie najpierw na drodze
empirycznej, jak poznanie przedmiotéw konkretnych. Drugim etapem
byla rozumowa ,izolacja” owych form z ich matematycznymi ,skla-
dowymi”. Méwi sie réwniez w tym wypadku o procesie ,abstrakcji”,
a nawet idealizacji.

Kwestia matematycznosci $wiata fizycznego jest rozwigzana w syste-
mie Stagiryty bardzo prosto. Rzeczywisto$¢ fizyczna jest matematyczna,
poniewaz kazdy obiekt oprécz materii posiada forme, ta zas zawiera
,sktadowe” matematyczne.

CALCULUS NEWTONA I LEIBNIZA

Powstanie rachunku rézniczkowego i catkowego w XVII i XVIII wieku
oznaczalo - jak si¢ uwaza - powstanie najistotniejszego, klasycznego
narzedzia matematycznego stosowanego w opisie $§wiata. To byl moment
przelomowy w procesie matematyzacji rzeczywistoéci. Powstanie
rachunku jest nieodlacznie zwigzane z narodzinami i btyskawicznym
rozwojem fizyki Newtonowskiej.

Trzeba jednak w tym miejscu postawi¢ pytanie: czy calculus spelniat
wymogi stawiane teoriom matematycznym? OdpowiedZ na to pytanie
jest istotna, gdyby bowiem wymodg matematycznosci rachunku nie byt
spelniony, to powstaje problem, czy fizyka XVII i XVIII wieku postugi-
wala sie teorig matematycznag sensu stricto w opisie $wiata.

Trudno, rzecz jasna, ocenia¢ matematyczno$é rachunku rézniczko-
wego w XVII i XVIII wieku, przykladajac do niego dzisiejsze wymogi
metodologii matematyki. Mozna jednak zastosowaé¢ w tym miejscu kry-
teria nalozone na matematyke w starozytnosci - wypracowane przez
Arystotelesa i zastosowane przez Euklidesa w I ksiedze Elementéw.

Calculus Isaaca Newtona i Gottfrieda Leibniza nie jest podany
w wersji aksjomatycznej. Ten ideal greckiej matematyki zostal jednak
zrealizowany tylko w planimetrii Euklidesa i - poza matematyka -
w sylogistyce Arystotelesa. Inne dziedziny matematyki byly podane
metoda nieaksjomatyczng, a powszechny wymoég aksjomatyzacji zaczeto
realizowaé poza geometrig dopiero pod koniec XIX (arytmetyka Richarda
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Dedekinda i Giuseppe Peana oraz wczeéniejsze préoby Hermanna Grass-
manna) i na poczatku XX wieku. Odnoszenie zatem kryterium aksjo-
matyzacji do poczatkéw rachunku rézniczkowego i calkowego jest
nieadekwatne.

Natomiast logiczne kryterium Arystotelesa - niesprzecznosci nauki
- nie bylo spelniane przez rachunek Newtona i Leibniza®. Na przyktad
fluksje i fluenty Newtona bywaly - w ramach jednego rozumowania
- traktowane réwnoczesnie jako spelniajace i niespelniajace aksjomatu
Eudoksosa-Archimedesa. Ich jednoczesna archimedesowo$¢ i niearchi-
medesowos¢ byly wyrazem sprzecznosci tkwigcych w éwczesnych pod-
stawach rachunku rézniczkowego i catkowego.

Innymi mankamentem rachunku byl - w niektérych jego obszarach
- jego mechaniczny i geometryczny charakter. Ta ostatnia cecha wigzata
sie z istotng dla calego 6wczesnego rachunku nieanalitycznoscig.

Mechaniczny charakter rachunku przejawiat si¢ w tym, ze funkcje
rozwazano czesto jako fizyczny ruch, a zasadnicze pojecia analizy poda-
wano w jego kategoriach, np. zamiast o pochodnej funkcji méwiono
o predkosci chwilowej. Tam gdzie nie wypracowano jeszcze odpowied-
nich wyrazen analitycznych poslugiwano sie ,metaforami” czy ,ogla-
dem” wzietymi z geometrii. Tak ,dowodzono” twierdzen o zerowaniu
funkgji ciggtej z wartosciami dodatnig i ujemna na koricach rozpatrywa-
nego przedzialu i konsekwentnie, fundamentalnego dla analizy twier-
dzenia o wartosci posredniej funkcji ciaglej. W ten sposéb odwotywano
sie do metod niedozwolonych juz w dowodzeniu twierdzerr planimetrii
Euklidesa. W omawianych przypadkach dowéd analityczny byl niemoz-
liwy, poniewaz do poczatku XIX wieku nie dysponowano analityczna
definicja cigglodci funkcji w punkcie. Oczywistym brakiem rachunku

3 Por. G.W. Leibniz, Tentamen de motuum coelestium causius, Acta Eruditorum 1669,
w: G.W. Leibniz, Mathematische Schriften, Bd. 5, Hrsg. C. Gerhardt, Olms, Hildesheim
1971 (Reprint d. Ausgabe Halle 1858), s. 320-328; G.W. Leibniz, Isbrannuje otryski iz
matiematiczeskich soczinienij, pieriev. A.P. Juszkiewicz, Akademia Nauk SSSR, Moskva
1948, s. 189.

4 Tym tendencjom wyraznie sprzeciwial si¢ Leonhard Euler. Znalazlo to wyraz
w trzech jego podrecznikach: L. Euler, Introductio in analysin infinitorum, vol. 1-2,
Apud Marcum-Michaelem Bousquet & Socios, Lausannae 1748; L. Euler, Institutiones
calculi differentialis, vol. 1-2, Academia Imperialis Scientiarum, Petropoli 1755; L. Euler,
Institutiones calculi integralis, vol. 1-3, Academia Imperialis Scientiarum, Petropoli
1768-1770.
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z XVIII wieku byl tez brak scisle ufundowanej arytmetyki liczb rzeczy-
wistych.

Mozna wiec zasadnie twierdzi¢, ze calculus w XVIII wieku nie spelniat
kryteriow natozonych na matematyke przez Arystotelesa i Euklidesa.
Tym bardziej, rzecz jasna, nie spelnia dzisiejszych kryteriéw matema-
tycznosci teorii.

Czy zatem postugiwanie sie rachunkiem Newtona i Leibniza w opisie
swiata mogto by¢ w XVIII wieku traktowane jako matematyzacja Swiata?
Nie miat co do tego watpliwosci Kant, stawiajac w 1781 roku pytanie
o to, jak mozliwe jest matematyczne przyrodoznawstwo. Zatozeniem tego
pytania byta akceptacja tezy, ze (newtonowskie) przyrodoznawstwo jest
matematyczne. Jednak - jak pokazano - przytozenie do rachunku w jego
XVIlI-wiecznej postaci kryteriéw wypracowanych w starozytnosci dys-
kwalifikowato calculus jako teorie matematyczng. Z drugiej strony trzeba
stwierdzi¢, ze calculus powstawal prawie réwnoczesnie z fizyka Newtona
i byl na jej potrzeby, w duzej mierze, rozwijany. Nie byl jeszcze wtedy
teoria matematyczng sensu stricto, jednak do potowy XIX wieku udato
sie go tak ufundowaé, by spetnial kryteria nakladane na matematyke.

To przede wszystkim zastuga Bolzana, ktéry oparl calculus na aryt-
metyce liczb rzeczywistych i wyeliminowal w ten sposéb wielkosci
niearchimedesowe i sprzecznosci z jego podstaw, uczynil go w pelni
analitycznym, odrzucajac bezwzglednie odwotania do ,ogladu” geome-
trycznego i mechanicznego w dowodzeniu twierdzen oraz zdefiniowat
analitycznie pojecie cigglosci funkcji w punkcie i wiele innych waz-
nych poje¢ rachunku Newtona i Leibniza®. Prace Bolzana z poczatku
XIX wieku zostaly dopelnione pracami Cauchy’ego i Weierstrassa.

W kazdym razie calculus, najwazniejsze narzedzie matematycznego
opisu $wiata, stanowi mocny przyktad, ze ,matematyczna” teoria ujmu-
jaca wazne aspekty $wiata wcale u swych poczatkéw, mimo zasadniczych
sukcesOw jej zastosowan w opisie $wiata, nie musi by¢ matematyczng
sensu stricto.

5 B. Bolzano, Der binomische Lehrsatz, Prag 1816, Reprint w: B. Bolzano, Early Mathe-
matical Works, Institute of Czechoslovak and General History CSAS, Prague 1981,
s. 253-415; B. Bolzano, Rein analytischer Beweis, Prag 1817, Reprint w: B. Bolzano, Early
Mathematical Works, Institute of Czechoslovak and General History CSAS, Prague
1981, s. 417-467.
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Trzeba tez stwierdzi¢, ze o ile przedstawiciele matematykow i fizy-
kéw byli zafascynowani mozliwosciami zastosowan rachunku Newtona
i Leibniza, to opozycja wobec niego tworzyla sie w niektérych kregach
filozoficznych. Przede wszystkim brytyjscy empirysci krytykowali calcu-
Ius Newtona i Leibniza oraz budowang przy jego pomocy fizyke.

George Berkeley zaatakowal rachunek, wykorzystujac wprowadzone
przez siebie kryterium istnienia:

x istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy x jest postrzegane.

Twierdzit on, ze wielkosci nieskoriczenie matych nikt nie jest w stanie
postrzec, konsekwentnie zatem nie istnieja wielkosci, na ktérych calculus
byt zbudowany i dlatego sam rachunek nie ma zadnego sensu®.

Poza tym Berkeley z Davidem Hume’em przeprowadzili krytyke
dwoch kategorii, bez ktérych fizyka ich czaséw nie mogla sie obejsc:
substancji i przyczyny. Najpierw Berkeley odrzucil istnienie substancji
materialnych, zas potem Hume odrzucil istnienie wszelkich substancji,
a ponadto podwazyt kategorie przyczyny.

IMMANUEL KANT

W takiej sytuacji problemowej powstawata Krytyka czystego rozumu
(1781) Kanta. Filozof z Krélewca, wbrew krytyce empirystow i zgod-
nie z rzeczywistoécia, przyjal istnienie przyrodoznawstwa opartego
na rachunku Newtona i Leibniza. Jednak wobec filozoficznej kry-
tyki pozostawil zasadnicze pytanie: jak to matematyczne przyrodo-
znawstwo jest mozliwe? OdpowiedZ na nie jest istotnym elementem
Krytyki.

Wedtug filozofa z Krélewca czas i przestrzen nie sa - jak u New-
tona - ,zbiornikami”, w ktérych ,zanurzony” jest Swiat fizyczny. Sa one
apriorycznymi formami naocznosci podmiotu (u Kanta: transcendental-
nego). Jesli owe formy naocznosci wolne sa od bodzcéw zewnetrznych,
to w nich - w czystej naocznoéci - podmiot konstruuje obiekty matema-
tyki. Obiekty arytmetyki konstruowane sa z apriorycznej formy czasu,
natomiast obiekty geometrii sa konstruowane z apriorycznej formy

¢ G. Berkeley, The Analyst, Tonson, London 1734.
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przestrzeni. Podmiot dokonuje konstrukcji, odwotujac sie¢ do apriorycz-
nych poje¢ przedmiotéw matematycznych. Opierajgc sie na konstrukeji
danego przedmiotu matematyki, podmiot formutuje twierdzenia doty-
czace owego przedmiotu i ich dowodzi.

Swiat jest réwniez konstrukcjg podmiotu. Kiedy bodzce zewnetrzne
(ich ,zrédto” - rzeczy same w sobie pozostaja niepoznawalne) docieraja
do podmiotu, nakladane sa na nie aprioryczne formy naocznosci pod-
miotu: czas i przestrzen. W ten sposéb podmiot konstruuje fenomeny.
Kiedy dalej podmiot naklada na zbiory fenomenéw dwanascie kolej-
nych apriorycznych kategorii, przede wszystkim za$ kategorie przyczyny
i substancji, to konstruuje on $wiat.

Jest on z konieczno$ci matematyczny. Fenomeny bowiem, z ktérych
jest zbudowany, powstaja - nalezy przypomnie¢ - przez nalozenie na
wrazenia czasu i przestrzeni, a wiec apriorycznych ,Zrédel” matematyki
czystej. Podmiot transcendentalny, konstruujgc $wiat, nadaje mu w owej
podwojnej konstrukcji matematyczny charakter.

Nalezy tez w tym miejscu zauwazy¢, ze naszkicowane koncepcje roz-
wigzania problemu matematycznosci §wiata pitagorejczykéw, Platona,
Arystotelesa i Kanta, wskazujg bardzo wyraznie, ze sa one ostatecznie
zdeterminowane akceptowanymi w nich ontologiami matematyki.

UNIFIKACJA MATEMATYKI

Aby pokaza¢ wspoélczesne stanowiska w zakresie ontologii matema-
tyki i generowane przez nie rozwigzania problemu matematycznosci
Swiata, posiadajace zreszta swe korzenie w tradycyjnych, juz zarysowa-
nych koncepcjach, trzeba odwota¢ sie do dwoéch proceséow w dziejach
matematyki:

1. Systematyzacji (unifikacji) matematyki XIX-wiecznej na bazie arytme-
tyki liczb naturalnych, a potem na bazie cantorowskiej teorii mno-
gosci;

2. Uswiadomienia zasadniczego podzialu na syntakse (jezyk) i seman-
tyke matematyki.

Systematyzacja matematyki to préoba utworzenia z niej jednej ,budowli”,
w ktérej, méwiac jezykiem ,dzisiejszym”, znajduje sie modele pewnych
teorii matematycznych w innych teoriach, powigzana czasami ze wska-
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zaniem teorii ,, podstawowej”, do ktérej wszystkie inne teorie moga by¢
sprowadzone.

Systematyzacja matematyki w XIX wieku przebiegata w kilku eta-
pach. Bolzanowi, Cauchy’emu i Weierstrassowi udato sie¢ ugruntowac
analize matematyczng na arytmetyce liczb rzeczywistych. Weierstrass
w swoich wykladach w latach 60. oraz Georg Cantor i Dedekind
w latach 70. rozwiazali problem niewymiernosci i zbudowali arytmetyke
liczb rzeczywistych na bazie arytmetyki liczb wymiernych. Znalezienie
modelu arytmetyki liczb wymiernych w arytmetyce liczb catkowitych
i tej ostatniej w arytmetyce liczb naturalnych nie przedstawiato zadnego
problemu.

W swej pracy Grundlagen der Geometrie z 1899 roku David Hilbert
posunal jeszcze dalej prace nad systematyzacja matematyki w XIX wieku.
Wskazat on, ze geometrie nieeuklidesowe, zbudowane w tymze wieku,
posiadaja modele w geometrii euklidesowej. W istocie Hilbert zebrat
w caloé¢ dokonania Bernharda Riemanna, Felixa Kleina i Henry Poinca-
régo, ktérzy dla poszczegdlnych geometrii nieeuklidesowych wskazali
takie modele. Hilbert poszed! jednak jeszcze dalej i wskazal, ze dzieki
pomystowi Kartezjusza (geometria analityczna) nie tylko geometria
euklidesowa, ale rowniez geometrie nieeuklidesowe, w tym geometria
Giuseppe Veronesego - ,przez” geometrie euklidesowe - posiadajg
modele w arytmetyce liczb rzeczywistych. Wobec ostatecznego oparcia
arytmetyki liczb rzeczywistych na arytmetyce liczb naturalnych ozna-
czalo to réwniez wlaczenie geometrii do zbioru dyscyplin matematycz-
nych redukowalnych do arytmetyki liczb naturalnych.

Ta ostatnia otrzymata swoja aksjomatyke dzieki Dedekindowi w roku
1888 i Peanowi w roku 1889. Powstato jednak pytanie: czy i na jakiej
dyscyplinie bardziej podstawowej mozna oprze¢ arytmetyke liczb natu-
ralnych? Cantor twierdzil, ze na zbudowanej przez niego teorii mnogo-
Sci, Gottlob Frege za$, ze na logice, jednak z wkomponowanym w nia
pojeciem klasy (zbioru). Ten proces teoriomnogizacji matematyki prze-
rwalo odkrycie antynomii w ramach teorii mnogosci. Zostaty one jednak
wyeliminowane przez nadanie teorii Cantora aksjomatyki Ernsta Zermela
oraz, alternatywnie, przez wprowadzenie teorii typéw przez Bertranda
Russella. W ten sposéb matematyka poczatku XX wieku otrzymata swoja
dziedzine podstawowa w teorii mnogosci. Redukcja ta zostata systema-
tycznie przedstawiona w pracach Bourbakistéw.

112



SYNTAKSA I SEMANTYKA MATEMATYKI

Pierwsza intuicje wyréznienia syntaksy i semantyki matematyki mozna
zauwazy¢ juz w Elementach Euklidesa. Zostata tam wprowadzona aksjo-
matyka, ktéra opisuje starozytna teorie wielkosci. Jest ona pojmowana
w starozytnosci jako teoria powszechna (katolicka), poniewaz jest realizo-
wana - dzi$ mozna by powiedzie¢: posiada modele - w dwu podstawo-
wych dzialach 6wczesnej matematyki: geometrii i arytmetyce. Mozna by
zatem pojmowac aksjomatyke wielkosci jako jezyk, ktéry posiada dwie
semantyki - w ,Swiecie” liczb i w ,$wiecie” przedmiotéw geometrycz-
nych. Ten sposéb dziejowego dochodzenia do jasnego rozréznienia syn-
taksy i semantyki matematyki jest kontynuowany w XIX-wiecznej refleksji
metageometrycznej zwigzanej z wprowadzeniem geometrii nieeuklideso-
wych. Dla tych geometrii wskazywane sa modele w geometrii euklideso-
wej. W pewnym sensie traktuje sie teorie nieeuklidesowe jako jezyki, ktore
posiadaja swoje modele - semantyke - w klasycznej geometrii.

W fundamentalnym dziele Davida Hilberta Grundlagen der Geometrie
z roku 1899 istnieje juz jasne rozrdéznienie na teorie geometryczng -
pewien jezyk - ktéry moze posiadaé r6zne semantyki’. Uczony z Getyngi,
w ramach budowania metamatematyki w latach 20. XX wieku, klarownie
odréznia jezyk - sformalizowany - teorii matematycznych od semantyki
sformalizowanego jezyka. Z metamatematycznego punktu widzenia inte-
resuje go wylacznie badanie samego jezyka, ale nie odmawia temu jezy-
kowi semantyki. Nieco pdzniej pracami Tarskiego zostaje zwieniczony
proces rozpoczety w ramach metageometrii XIX wieku wyraznym roz-
réznieniem syntaktyki i semantyki teorii matematycznych. Semantyka
budowana jest w teorii mnogosci.

STANOWISKA W ONTOLOGII MATEMATYKI
A PROBLEM MATEMATYCZNOSCI SWIATA

Naszkicowane powyzej procesy unifikacji matematyki na bazie teorii
mnogosci oraz klarownego rozréznienie syntaksy i semantyki matema-

7 Por. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Teubner, Stuttgart 1899, 196819, s. 2.
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tyki umozliwily na poczatku XX wieku systematyczne i uproszczone®
podjecie kwestii ontologii matematyki i - konsekwentnie - zwigzanego
z nim problemu matematycznoéci $wiata.

Redukcja matematyki do teorii mnogosci (Cantor, Frege, Russell,
Bourbakisci) pozwala stwierdzi¢, ze - na poziomie syntaktycznym -
wszystkie pojecia matematyki mozna zdefiniowaé przy pomocy pojecia
zbioru. Na poziomie semantycznym oznacza to tyle, ze zbiory can-
torowskie mozna traktowaé jako ,budulec” zamierzonych semantyk
teorii matematycznych. Zatem kwestia ontologii matematyki redukuje
sig, przy wyraznym rozréznieniu syntaksy i semantyki teorii matema-
tycznych i przy przyjeciu opisanej wyzej redukeji, do pytania o status
ontologiczny zbioréw cantorowskich. Trzeba jeszcze raz podkresli¢, ze
ontologia matematyki jest Scisle zwigzana, jak wskazuja koncepcje pita-
gorejczykéw, Platona, Arystotelesa i Kanta, z propozycjami rozwigzan
sprawy matematycznosci Swiata.

Nominalizm odpowiada na pytanie o ontologie¢ matematyki stwier-
dzeniem, ze nie ma zadnych obiektéw matematycznych, nie istnieja
- na zaden sposéb - jakiekolwiek zbiory cantorowskie. Matematycy
dysponuja jedynie syntaksa matematyki, nie istnieje zadna semantyka
jezyka matematyki. Rzecz jasna nalezy wtedy wyjasni¢, jak pojmuje sie
standardowq semantyke teorii matematycznych, czyli teorie mnogosci.
Konsekwentni nominaliéci stwierdzaja, ze ostatecznie modele teoriomno-
gosciowe teorii matematycznych sa tez niczym innym, jak pewna syn-
taksa, jezykiem i niczym wiecej.

Nominalizm nie daje Zadnego rozwigzania problemu matematyczno-
Sci przyrody. Nie moze ,lokowaé” w przyrodzie zadnych zbioréw ani
ich , odzwierciedlen”. Bowiem, wedlug nominalistow, takich obiektéow
nie ma. Z tego samego powodu nie moze by¢ ,nakladania” na Swiat
przez podmiot zbioréw przezeni konstruowanych. Zreszta nominalizm
nie ma takich ambicji i pozostawia kwestie matematycznosci $wiata jako
nierozwigzang i nierozwigzywalna.

W przypadku realizmu skrajnego nastepuje faktyczne utozsamienie
idei platoniskich ze zbiorami. Uczynit to wprost sam twdrca teorii mnogo-

8 Ostatecznie kwestia ontologii matematyki zostala sprowadzona wytacznie do sta-
tusu ontologicznego zbioréw cantorowskich. Rozstrzygniecia tej ostatniej kwestii byty
W istocie powtérzeniem rozstrzygnie¢ w ramach sredniowiecznego sporu o uniwersalia.
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§ci Cantor. Kierunek ten, ktéry - jak sie czesto podkresla - reprezentuje
wiekszoé¢ tworczych matematykow, rozwiazuje kwestie matematyczno-
§ci Swiata w sposob nakreslony przez Platona. Trzeba jednak zauwazyd¢,
ze ci, ktoérzy sa okreélani jako ,realisci” wéréd matematykow, nie zawsze
w pelni dziedzicza koncepcje greckiego filozofa. Owszem, sa tacy, ktorzy
przyjmujg zaré6wno teze o pozaczasowym i pozaprzestrzennym istnieniu
przedmiotdw matematycznych, o ktérych méwi syntaksa matematyki,
i jednoczednie podtrzymuja teze, ze owa pozaprzestrzenna i pozacza-
sowa rzeczywisto$¢ jest w pewien sposéb, przynajmniej czesciowo,
,odwzorowana” w S$wiecie fizycznym. Ale obok tych, ktérzy przyjmuja
obydwie powyzsze tezy, sa i tacy, ktérzy przyjmuja tylko pierwsza teze,
rozwiazujaca sprawe semantyki matematyki, ale nie akceptuja drugiej.
W konsekwencji, mimo iz zaliczani sa oni do dominujacej wéréd czyn-
nych matematykoéw opgji realistycznej, nie posiadaja narzedzi do wyttu-
maczenia matematycznosci przyrody.

Jesli chodzi o Scisty realizm, ktéry zawiera w sobie rozwigzanie mate-
matycznoéci przyrody, to natrafia on na zasadnicze trudnosci. Przede
wszystkim realizm skrajny odwotuje sie do bardzo rozbudowanej, niena-
turalistycznej ontologii. Jest ona niezbedna réwniez do tego, by wyttuma-
czy¢ matematycznosé $wiata. Po wtére, problem sprawia kwestia dostepu
poznawczego do rzeczywistosci pozaprzestrzennych i pozaczasowych
zbioréw. Prezentowana przez Platona koncepcja anamnezy wymagataby
przyjecia kolejnych mocnych zalozeni, chociazby z zakresu antropolo-
gii. Kurt Godel staral sie rozwigza¢ kwestie dostepu poznawczego do
Swiata pozaprzestrzennego i pozaczasowego zbioréw, odwolujac sie do
epistemologii Edmunda Husserla. Jednak pomyst Godla - ostatecznie
niezrealizowany przez niego - nie znalazl uznania.

Konkludujac, trzeba stwierdzi¢, ze cho¢ &cisly realizm prezentuje
rozwigzanie kwestii matematycznosci $wiata, to jednak jest ono obcia-
zone tak mocnymi zalozeniami, ze nie moze znalezé powszechnej
akceptacji.

Realizm umiarkowany, ktérego poczatek lezy w systemie Arystote-
lesa, w bardzo prosty sposéb ttumaczy matematycznosé swiata. Obiekty
matematyczne - w prezentowanym podejéciu sa to cantorowskie zbiory -
abstrahuje sie z (kolekgji) przedmiotéw materialnych. Mozliwos¢ ,wydo-
bycia” podstawowego ,budulca” matematyki z rzeczywistosci fizycznej
jest swiadectwem matematycznosci $wiata.
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Mimo latwego ttlumaczenia matematycznosci $wiata samo stanowisko
realizmu umiarkowanego jest trudne do przyjecia.

Przede wszystkim, teoria mnogosci operuje tylko takimi zbiorami,
ktérych elementami sa wytacznie zbiory. Takich zbioréw nie spo-
sob abstrahowa¢ ze Swiata fizycznego. Jako pewna probe rozwiaza-
nia tego problemu mozna by postrzega¢ zbudowanie przez Zermela
w latach 30. XX wieku teorii mnogosci z atomami. Jednak, po pierw-
sze, proba fundowania matematyki na tej teorii bytaby bardzo sztuczna.
Po wtoére, nawet gdyby traktowaé owe atomy jako obiekty fizyczne, to
przedstawiony ponizej kontrargument pokazuje, ze i tak nie jest to roz-
wigzanie problemu realizmu umiarkowanego.

Kontrargument oparty jest na spostrzezeniu Hilberta zawartym
w artykule Uber das Unendliche®. Matematyk z Getyngi stwierdza tam,
odwolujac sie faktycznie do OTW Einsteina oraz teorii dotyczacych
mikro$wiata, Zze w $wiecie fizycznym nie istnieje nieskoriczonoé¢. Tym
bardziej nie mozna twierdzi¢, iz ze $wiata mozna wyabstrahowac zbiory
nieskoniczone. Za$ bez zbioréw nieskoniczonych nie sposéb budowac
matematyke. Tym samym trudno obroni¢ sam realizm umiarkowany,
w ramach ktérego proponuje si¢ proste rozwigzanie problemu matema-
tycznosci przyrody.

Wedtug konceptualizmu, wiazacego sie z zasady z ré6znymi formami
konstruktywizmu, zbiory, podstawowy ,budulec” matematyki, sa kon-
struowane przez podmioty - niekoniecznie przez podmiot transcenden-
talny - i w mysli podmiotéw bytuja. Zbiory sa ,nakladane” na bodzce
zewnetrzne i tak podmioty - po czesci przynajmniej - konstruuja mate-
matyczny Swiat.

To rozwigzanie idzie po linii konstruktywizmu, typowego dla Kanta.
Ma ono te przewage nad realizmem umiarkowanym, ze ttumaczy cho-
ciazby geneze takich zbioréw, ktérych elementami sg obiekty niefizyczne.
Poréwnanie konceptualizmu (konstruktywizmu) z realizmem skrajnym
pokazuje, ze ten pierwszy kierunek nie wymaga zakladania bardzo moc-
nej ontologii typu platoriskiego, ktéra ponadto musiataby mie¢ , odwzo-
rowanie” w strukturach fizycznych Swiata, oraz nie wymaga rozwigzania
problemu dostepu poznawczego do Swiata abstrakcyjnych zbioréw.

Oczywiscie, konceptualizm i - w konsekwencji - jego rozwigzanie
zagadki matematycznosci $wiata posiada tez istotne braki.

9 D. Hilbert, Uber das Unendliche., ,Mathematische Annalen”, 1926, nr 95, s. 161-190.
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Pierwszy z nich, to sprawa nieskonczonosci: w wypadku wszelkich
konstruktywizméw problem konstrukcji - przez podmiot - zbioréw
nieskoniczonych, bez ktérych nie ma matematyki. Trzeba jednak przy-
pomnieé, ze obydwa typy realizmu tez maja bardzo powazny problem
z nieskoriczonoscig. Umiarkowany wariant nie jest w stanie oddali¢
kontrargumentu budowanego na spostrzezeniu Hilberta. Skrajny wariant
realizmu ,,odsyla” zbiory nieskoriczone do rzeczywistosci pozaczasowej
i pozaprzestrzennej, ale nie jest w stanie, jak pokazaly chociazby proby
Godla, rozwigzaé problemu dostepu poznawczego do tego abstrakcyj-
nego Swiata.

Mozna by tez w tym miejscu wspomnie¢ o prébach czynionych obec-
nie w ramach kognitywistyki, ktére maja pokazywaé, wbrew zastanym
schematom myslowym, mozliwo$¢ konstruowania przez podmiot obiek-
tow, przede wszystkim zbioréw, nieskonczonych'. Wydaje sie jednak,
ze dotychczasowe dokonania na tym polu nie sa w pelni przekonujace.

Drugi zarzut kierowany przeciwko konceptualizmowi méwi, iz pod-
mioty fizyczne - a w konsekwencji nawet podmiot transcendentalny
z nich wyabstrahowany - sg efektem ewolucji biologicznego ,frag-
mentu” $wiata. Zatem konstrukcje matematyczne podmiotéw sa osta-
tecznie , produktem” matematycznego $wiata. Rzeczywisto$¢ nie jest
(staje sie) matematyczna, poniewaz podmiot ,naklada” na nig zbudo-
wang przez siebie matematyke, lecz podmiot pochodzi na drodze ewo-
lugji z matematycznego $wiata i dlatego jest w stanie ,(od)tworzyc”
matematyke.

Ostatecznie nalezy stwierdzid, ze filozofia nie dysponuje powszechnie
akceptowalnym rozwigzaniem problemu matematycznosci $wiata. Pro-
ponowane rozwigzania sg funkcjg przyjmowanych stanowisk w zakresie
ontologii matematyki. Konsekwentnie wszystkie propozycje ttumaczenia
problemu dziedzicza istotne wady poszczegdlnych stanowisk w zakre-
sie ontologii. W $wietle przedstawionych analiz najbardziej ,naturalne”
wydaje sie by¢ stanowisko konceptualizmu (konstruktywizmu). Jednak
wobec wskazanych brakéw trzeba stwierdzi¢, odpowiadajac na tytutowe
pytanie, ze matematyczno$¢ swiata musi budzi¢ zdziwienie.

10 Przeglad osiagnie¢ nauk kognitywnych w kwestii genezy matematyki przed-
stawiaja B. Brozek, M. Hohol, Umyst matematyczny, Copernicus Center Press, Kra-
kow 2014.
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ZAKONCZENIE: TEORIA PTOLEMEUSZA -
RODZAJ] MEMENTO?

To, ze $wiat fizyczny daje sie opisywac i tlumaczyé przy pomocy
jezyka matematyki, jest niezaprzeczalne, mimo ze pozostaje zagadka.

Trzeba jednak koniecznie podkresli¢, ze jezyk matematyki nie jest
jedynym narzedziem opisujacym $wiat fizyczny. Mozna to réwniez robi¢
przy pomocy jezyka literatury - jezyka poety lub jezyka epickiego nar-
ratora. Swiadcza o tym ,pomniki” literatury $wiatowej. Do tego nurtu
naleza réwniez opisy $wiata - w tym jego genezy - wyrazone w jezykach
religii. Takze dzieci, przy pomocy wilasnego, czesto niezrozumiatego dla
dorostych jezyka opowiadaja o tym, co je otacza.

Rzecz jasna, wspomniane jezyki nie daja mozliwosci przewidywania
zdarzen, co zazwyczaj charakteryzuje matematyczne ujmowania Swiata.
Nie mozna jednak zaprzeczy¢, ze méwia one o innych niz matematyczne,
niewatpliwie jednak waznych aspektach rzeczywistosci fizyczne;.

Nie nalezy tez mitologizowaé jezyka matematyki w tym sensie, ze
sama mozliwo$¢ skutecznego zastosowania jezyka matematyki do opisu
jakiego$ fragmentu $wiata ma stanowi¢ gwarancje prawdziwosci takiego
opisu. Przy czym przez skuteczne zastosowanie wspomnianego jezyka
rozumie sie tutaj mozliwos$¢é przewidywania przysztych faktow.

Jako przyklad mozna podad tutaj teorie epicykli i deferentéw Ptole-
meusza, majaca swe poczatki w pracach genialnego matematyka staro-
zytnosci Eudoksosa!l. Pozwalala ona w miare precyzyjnie przewidywaé
polozenie cial niebieskich. Im wiecej wprowadzano epicykli, tym prze-
widywania byty dokladniejsze. Dzialo sie to, rzecz jasna, kosztem waz-
nej cechy teorii naukowych, jaka jest i ich prostota, ale przewidywania

1 Twierdzi sie czasamiu, ze zaréwno teoria Ptolemeusza, jak i Kopernika nie sg
teoriami fizycznymi, ale matematycznymi. Na pewno nie naleza one do mechaniki,
poniewaz nie wystepuja w nich pojecia masy i sity. Nie odwolujac sie do nich, nie
potrafia one da¢ odpowiedzi na pytanie: dlaczego ruchy planet odbywaja sie po
takich, a nie innych torach? Z drugiej jednak strony, bedac tylko matematycznym opi-
sem cyklicznych ruchéw planet, daja w miare trafne przewidywania ich przyszlych
polozen. Warto tez wspomnie¢, ze Kopernik méwit - choé¢ nie bylo to czescig jego
teorii - o istnieniu oddzialywania, ktére pézniej znalazlo sie w teorii Newtona jako
powszechna grawitacja (por. M. Kopernik, O obrotach. Ksigga pierwsza, thum. M. Bro-
zek, PWN, Warszawa 1953, rozdziat IX).
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stawaly sie coraz bardziej precyzyjne. Mikotaj Kopernik zastapil system
geocentryczny systemem heliocentrycznym. W ten sposéb otrzymal on
teorie o wiele prostszg, moégl znacznie zmniejszy¢ liczbe epicykli. Rzecz
jasna teoria Kopernika wiazala si¢ z przewrotem $wiatopogladowym, co
znacznie opdznilo jej akceptacje. Trzeba jednak dodaé, ze gdyby teoria
Ptolemeusza nie byla tak precyzyjna w przewidywaniu, to by¢ moze teo-
ria Kopernika przyjeta by zostala nieco wczeéniej. Ostatecznie zasadnicza
idea Kopernika - wzmocniona badaniami Johannesa Keplera, zasadami
fizyki Newtona oraz rachunkiem Newtona i Leibniza - zastgpita teorie
Ptolemeusza.

Bardzo diugo jednak nie potrafiono wyttumaczyé, dlaczego staro-
zytna koncepcja Ptolemeusza, oparta na btednej wizji Swiata, dos$¢ precy-
zyjnie opisywata ruchy cial niebieskich. Odpowiedz znaleziono dopiero
w XIX wieku w ramach tzw. analizy fourierowskiej. Okazalo sie, ze
dowolna funkcje periodyczng mozna rozwinaé¢ w szereg Fouriera, sume
funkgji kotowych (trygonometrycznych), dla dowolnej wartosci tej funk-
qji okresowej, oczywiscie przy zachowaniu tzw. warunkéw Dirichleta.
Poniewaz ruch takich obiektéw, jak planety, obserwowany z Ziemi, jest
ruchem okresowym, to daje si¢ on - na mocy wspomnianego rozwiniecia
Fouriera - przedstawi¢ przy pomocy skladania ruchéw kotowych. To
za$ bylo podstawa teorii Ptolemeusza.

Teoria Ptolemeusza wydaje sie by¢ rodzajem ostrzezenia dla wszyst-
kich fascynujacych sie skutecznoscia bardzo szerokich wspoétczesnie
zastosowan matematyki w badaniach otaczajacej czlowieka rzeczywi-
stosci. Samo skuteczne zastosowanie matematyki nie musi by¢ jeszcze
gwarancja poprawnego opisu $wiata. A ostateczne wyttumaczenie sku-
tecznosci wadliwych matematycznych opiséw $wiata moze zawierac
sie w ,glebokich” zwigzkach wewnatrzmatematycznych teorii, ktore
stosowane sa w procesie pojmowania $wiata. Plynie stad wniosek, ze
poszukiwanie, stwierdzanie tego typu ,glebokich” zwigzkéw i szeroko
rozumiane badania ,metamatematyczne”, w swym zalozeniu bardzo
,teoretyczne” i pozornie absolutnie niezwigzane z fizyczna, przyrodnicza
i spoleczna rzeczywistoscia, moga mie¢ pewne znaczenie w regulowaniu
opisu i tlumaczenia Swiata.
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